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⾞両-橋梁相互作⽤システム問題
Vehicle-Bridge Interaction System



今回の講義で理解してほしいこと

1.⾞両や橋梁は線形システムとしてモデル化できる

2.⾞両と橋梁の相互作⽤システムは⾮線形である



⼒学的システムは微分⽅程式で記述可能
解が関数になる（例︓ 𝑥 𝑡  等）

外⼒︓𝑓

復元⼒︓െ𝑘𝑥

変位︓𝑥

質量︓𝑚
𝑚𝑥ሷ ൌ 𝑓 െ 𝑘𝑥

運動⽅程式（𝑚𝑎 ൌ 𝐹）

𝑚𝑥ሷ ൅ 𝑘𝑥 ൌ 𝑓
線形微分⽅程式

𝑓が既知のとき，𝑥を求めよ
順問題（よくある問題）

逆問題（難しい，研究テーマにしやすい）
𝑥ሷを計測した． 𝑓を推定せよ



外⼒︓𝑓

ばね剛性︓𝑘

変位︓𝑥

質量︓𝑚

減衰︓𝑐

𝑚𝑥ሷ ൌ 𝑓 െ 𝑘𝑥 െ 𝑐𝑥ሶ
運動⽅程式（𝑚𝑎 ൌ 𝐹）

𝑚𝑥ሷ ൅ 𝑐𝑥ሶ ൅ 𝑘𝑥 ൌ 𝑓
線形微分⽅程式

⼒学系は質量・バネ・減衰で構成されることが多い



線形微分⽅程式は，
周波数領域で「関数の掛け算」になる

𝑥 𝑡
  ℱ  

𝑋 𝜔 とする．このとき，

フーリエ変換

𝑥ሶ 𝑡
  ℱ  

𝑗𝜔𝑋 𝜔

𝑥ሷ 𝑡
  ℱ  

െ 𝜔ଶ𝑋 𝜔

数学的には
厳密じゃないけれど

なので

𝑚𝑥ሷ ൅ 𝑐𝑥ሶ ൅ 𝑘𝑥 ൌ 𝑓 は， 𝑋 𝜔 ൌ
𝐹 𝜔

െ𝜔ଶ𝑚 ൅ 𝑗𝜔𝑐 ൅ 𝑘
ൌ 𝐻 𝜔 𝐹 𝜔

周波数応答関数という
分⺟側の次数が⼤きい複素関数（周波数領域ではこういう関数が普通）
分⼦側の次数が⼤きいと「適切でない」システムになる➡カオス系

解が得られた︕︕
あとは，逆フーリエ変換するだけ



フーリエ変換は，元の時間関数に含まれる
周波数成分を表すのに便利︕

𝑥 𝑡
  ℱ  

𝑋 𝜔

𝑋 𝜔 ൌ
1
2𝜋

න 𝑥 𝑡 𝑒ି௝ఠ௧𝑑𝑡 
ஶ

ିஶ

𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑡
  ℱ  

2𝜋 ⋅
𝛿 𝜔 ൅ 𝑎 െ 𝛿 𝜔 െ 𝑎

2

𝑎െ𝑎

𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑡
  ℱ  

𝑗 2𝜋 ⋅
𝛿 𝜔 ൅ 𝑎 െ 𝛿 𝜔 െ 𝑎

2

𝛿 𝑡
  ℱ  1

2𝜋

𝜔

𝑋 ଶ

パワーという

パワースペクトル

𝑡

ℱ

𝑒ି௔ ௧   ℱ  2
𝜋 ⋅

𝑎
𝑎ଶ ൅ 𝜔ଶ

𝑑௡𝑥
𝑑𝑡௡

  ℱ  
𝑗𝜔 ௡𝑋

𝑥ଵ ⋅ 𝑥ଶ
  ℱ  

𝑋ଵ⨂𝑋ଶ

畳み込み積分 𝛿⨂𝑓 ൌ 𝑓ሺ0ሻ



𝑓 𝑡 がパルス⼊⼒︓𝛿 𝑡 と仮定する（⾃由減衰振動）

𝑋 𝜔 ൌ
1
2𝜋

⋅
1

െ𝜔ଶ𝑚 ൅ 𝑗𝜔𝑐 ൅ 𝑘⼀⽅，フーリエ変換の結果から

ここで𝑡 ൐ 0で，𝛿 𝑡 ൌ 0なので
𝑚𝑥ሷ ൅ 𝑐𝑥ሶ ൅ 𝑘𝑥 ൌ 0 を解けばよい

解を𝑥 𝑡 ൌ 𝐴 exp 𝜆𝑡 と仮定すると

𝐴 𝑚𝜆ଶ ൅ 𝑐𝜆 ൅ 𝑘 exp 𝜆𝑡 ൌ 0

となる．

𝑚𝜆ଶ ൅ 𝑐𝜆 ൅ 𝑘 ൌ 0

𝜆 ൌ
െ𝑐
2𝑚

േ 𝑗
𝑘
𝑚

െ
𝑐

2𝑚

ଶ

𝑥 𝑡 ൌ 𝐴 ⋅ exp
െ𝑐
2𝑚

𝑡 ⋅ cos 𝜔ଵ𝑡

𝜔ଵ ൌ
𝑘
𝑚

െ
𝑐

2𝑚

ଶ

⾮減衰固有⾓振動数

固有⾓振動数
という

減衰項



𝑓ଵ

変位︓𝑥ଵ

𝑚ଵ

変位︓𝑥ଶ

𝑚ଶ

𝑓ଶ

𝑘ଵ

𝑐ଵ

𝑘ଶ

𝑐ଶ

𝑘ଵଶ

𝑐ଵଶ

多⾃由度系の運動⽅程式も単⾃由度系と形は同じ︕

𝑚ଵ𝑥ሷଵ ൌ 𝑓ଵ െ 𝑘ଵ𝑥ଵ െ 𝑐ଵ𝑥ሶଵ െ 𝑘ଵଶ 𝑥ଵ െ 𝑥ଶ െ 𝑐ଵଶ 𝑥ሶଵ െ 𝑥ሶଶ
𝑚ଶ𝑥ሷଶ ൌ 𝑓ଶ െ 𝑘ଵ𝑥ଶ െ 𝑐ଵ𝑥ሶଶ െ 𝑘ଵଶ 𝑥ଶ െ 𝑥ଵ െ 𝑐ଵଶ 𝑥ሶଶ െ 𝑥ሶଵ

𝐌𝒙ሷ ൅ 𝐂𝒙ሶ ൅ 𝐊𝒙 ൌ 𝒇

𝐌 ൌ 𝑚ଵ
𝑚ଶ

𝐂 ൌ
𝑐ଵ ൅ 𝑐ଵଶ െ𝑐ଵଶ

െ𝑐ଵଶ 𝑐ଶ ൅ 𝑐ଵଶ

𝐊 ൌ 𝑘ଵ ൅ 𝑘ଵଶ െ𝑘ଵଶ
െ𝑘ଵଶ 𝑘ଶ ൅ 𝑘ଵଶ

𝒙 𝑡 ൌ 𝑥ଵ 𝑡
𝑥ଶ 𝑡𝒇 𝑡 ൌ 𝑓ଵ 𝑡

𝑓ଶ 𝑡

システム
パラメータ

システム⼊⼒ システム出⼒



多⾃由度系の固有振動数を求めよ

𝐌𝒙ሷ ൅ 𝐂𝒙ሶ ൅ 𝐊𝒙 ൌ 𝟎

𝐌 ൌ 𝑚
𝑚

𝐂 ൌ 2𝑐 െ𝑐
െ𝑐 2𝑐

𝐊 ൌ 2𝑘 െ𝑘
െ𝑘 2𝑘

⾃由減衰振動は，周波数応答関数の逆フーリエ変換︕

𝒙 𝑡 ൌ 𝒂 exp 𝜆𝑡
モード形状

基準座標解

を仮定する
𝐌𝜆ଶ ൅ 𝐊 𝒂 exp 𝜆𝑡 ൌ 𝟎

⾮減衰振動のみ考える
𝐂 ൌ 𝐎

𝐊𝒂 ൌ െ𝐌𝜆ଶ𝒂
𝐌ିଵ𝐊𝒂 ൌ െ𝜆ଶ𝒂

𝒂は𝐌ିଵ𝐊の固有ベクトル，𝜆ଶは固有値➡解は2つあるので𝒂ଵ，𝒂𝟐と𝜆ଵ
ଶ，𝜆ଶ

ଶが対応

𝐌ିଵ𝐊 ൌ 𝒂ଵ 𝒂𝟐
െ𝜆ଵ

ଶ

െ𝜆ଶ
ଶ 𝒂ଵ 𝒂𝟐 ିଵ

𝑓ଵ

変位︓𝑥ଵ

𝑚ଵ

変位︓𝑥ଶ

𝑚ଶ

𝑓ଶ

𝑘ଵ

𝑐ଵ

𝑘ଶ

𝑐ଶ

𝑘ଵଶ

𝑐ଵଶ



𝐌ିଵ𝐊 ൌ 𝒂ଵ 𝒂𝟐
െ𝜆ଵ

ଶ

െ𝜆ଶ
ଶ 𝒂ଵ 𝒂𝟐 ିଵ

𝐌ିଵ𝐊 ൌ
𝑘
𝑚

2 െ1
െ1 2

𝐌ିଵ𝐊 െ െ𝜆ଶ 𝐄 ൌ
𝑘
𝑚

2 െ1
െ1 2 െ െ𝜆ଶ

െ𝜆ଶ ൌ
𝑘
𝑚

2 െ 𝛼 െ1
െ1 2 െ 𝛼 ൌ

𝑘
𝑚 2 െ 𝛼 ଶ െ 1

もし，𝐌ିଵ𝐊 െ െ𝜆ଶ 𝐄が逆⾏列を持つなら，
となって不適︕（𝒂 ൌ 𝟎は求めたい解ではない） よって，

𝐌ିଵ𝐊𝒂 ൌ െ𝜆ଶ𝒂

𝐌ିଵ𝐊 െ െ𝜆ଶ 𝐄 𝒂 ൌ 𝟎
𝒂 ൌ 𝐌ିଵ𝐊 െ െ𝜆ଶ 𝐄

ିଵ
𝟎 ൌ 𝟎

𝐌ିଵ𝐊 െ െ𝜆ଶ 𝐄 ൌ 0 െ𝜆ଶ ൌ
𝑘
𝑚 𝛼

ൌ
𝑘
𝑚 𝛼ଶ െ 4𝛼 ൅ 3 ൌ

𝑘
𝑚 𝛼 െ 3 𝛼 െ 1 ൌ 0

െ𝜆ଶൌ
𝑘
𝑚 ,

3𝑘
𝑚

𝜆 ൌ 𝑗
𝑘
𝑚 , 𝑗

3𝑘
𝑚

𝒂 ൌ 1
1 , 1

െ1𝐌ିଵ𝐊 െ 𝜆ଶ𝐄 𝒂 ൌ

𝑘
𝑚

1 െ1
െ1 1

𝑎ଵ
𝑎ଶ

ൌ 0
0

𝑘
𝑚

െ1 െ1
െ1 െ1

𝑎ଵ
𝑎ଶ

ൌ 0
0

𝒙 𝑡 ൌ 𝐴 1
1 exp 𝑗

𝑘
𝑚 𝑡 ൅ 𝐵 1

െ1 exp 𝑗
3𝑘
𝑚 𝑡

実数部分だけ取り出すと
𝒙 𝑡 ൌ 𝐴 1

1 cos
𝑘
𝑚 𝑡 ൅ 𝜙ଵ ൅ 𝐵 1

െ1 cos
3𝑘
𝑚 𝑡 ൅ 𝜙ଶ

𝜔 ൌ
𝑘
𝑚 𝜔 ൌ

3𝑘
𝑚



変位︓𝑧ଵ変位︓𝑧ଶ

変位︓𝑟ଵ変位︓𝑟ଶ

傾き︓𝜃

質量︓𝑀
慣性モーメント︓𝐼

𝑘ଵ 𝑐ଵ𝑘ଶ 𝑐ଶ

𝑙ଵ𝑙ଶ

⾞両の運動⽅程式を求めよ

クルマは，サスペンション（バネ＋ダンパー）で⽀えられた剛体系と考えることができる
⼊⼒は『路⾯凹凸』で，出⼒は『⾞体応答』（⾞体の鉛直振動）

路⾯プロファイルという



並進の運動⽅程式（重⼼位置）︓（𝑚𝑎 ൌ 𝐹）

𝑀
𝑙ଶ𝑧ሷଵ ൅ 𝑙ଵ𝑧ሷଶ 

𝑙ଵ ൅ 𝑙ଶ
ൌ െ𝑘ଵ 𝑧ଵ െ 𝑟ଵ െ 𝑘ଶ 𝑧ଶ െ 𝑟ଶ െ 𝑐ଵ 𝑧ሶଵ െ 𝑟ሶଵ െ 𝑐ଶ 𝑧ሶଶ െ 𝑟ሶଶ

変位︓𝑧ଵ変位︓𝑧ଶ

変位︓𝑟ଵ変位︓𝑟ଶ

傾き︓𝜃

質量︓𝑀
慣性モーメント︓𝐼

𝑘ଵ 𝑐ଵ𝑘ଶ 𝑐ଶ

𝑙ଵ𝑙ଶ

回転の運動⽅程式（重⼼＝回転中⼼）︓（𝑚𝜃ሷ ൌ 𝑙 ൈ 𝐹）

𝐼
𝑧ሷଵ െ 𝑧ሷଶ 

𝑙ଵ ൅ 𝑙ଶ
ൌ െ𝑙ଵ ൈ 𝑘ଵ 𝑧ଵ െ 𝑟ଵ ൅ 𝑙ଶ ൈ 𝑘ଶ 𝑧ଶ െ 𝑟ଶ െ 𝑙ଵ ൈ 𝑐ଵ 𝑧ሶଵ െ 𝑟ሶଵ ൅ 𝑙ଶ ൈ 𝑐ଶ 𝑧ሶଶ െ 𝑟ሶଶ

復元⼒ 減衰⼒

復元⼒のトルク 減衰⼒のトルク

𝐌୚𝒛ሷ ൅ 𝐂୚𝒛ሶ ൅ 𝐊୚𝒛 ൌ 𝐂୔𝒓ሶ ൅ 𝐊୔𝒓

まとめると

𝐌୚ ൌ

𝑙ଶ𝑀
𝑙ଵ ൅ 𝑙ଶ

𝑙ଵ𝑀
𝑙ଵ ൅ 𝑙ଶ

𝐼
𝑙ଵ ൅ 𝑙ଶ

െ𝐼
𝑙ଵ ൅ 𝑙ଶ

𝐂୚ ൌ
𝑐ଵ 𝑐ଶ

𝑙ଵ𝑐ଵ െ𝑙ଶ𝑐ଶ

𝐊୚ ൌ 𝑘ଵ 𝑘ଶ
𝑙ଵ𝑘ଵ 𝑙ଶ𝑘ଶ

𝐂୔ ൌ
𝑐ଵ 𝑐ଶ

𝑙ଵ𝑐ଵ െ𝑙ଶ𝑐ଶ

𝐊୔ ൌ 𝑘ଵ 𝑘ଶ
𝑙ଵ𝑘ଵ 𝑙ଶ𝑘ଶ

モデルによっては
୚ ് ୔

なので，別々に定義する

𝒛 ൌ
𝑧ଵ
𝑧ଶ

𝒓 ൌ
𝑟ଵ
𝑟ଶ



橋梁の運動⽅程式を考える
要素𝑖

節点𝑖 節点𝑖 ൅ 1

V௜

𝑀௜

V௜ାଵ

𝑀௜ାଵ
𝑀 ൌ 𝐸𝐼𝜙 ൌ 𝐸𝐼

𝑑ଶ𝑣
𝑑𝑥ଶ

𝑣௜ 𝑣௜ାଵ

𝜃௜

𝜃௜ାଵ

𝑉 ൌ
𝑑𝑀
𝑑𝑥

ൌ 𝐸𝐼
𝑑ଷ𝑣
𝑑𝑥ଷ

𝑝

𝐸𝐼
𝜌𝐴

局所系の『運動⽅程式』
𝜌𝐴𝑣ሷΔ𝑥 ൌ 𝑉௜ െ 𝑉௜ାଵ ൅ 𝑝

平⾯保持仮定
Δ𝑥

𝜌𝐴𝑣ሷ ൌ െ
𝑉௜ାଵ ൅ 𝑉௜

Δ𝑥
൅ 𝑝

𝜌𝐴𝑣ሷ ൅ 𝐸𝐼
𝑑ସ𝑣
𝑑𝑥ସ ൌ 𝑝

𝑑𝑉
𝑑𝑥

ൌ 𝐸𝐼
𝑑ସ𝑣
𝑑𝑥ସ

𝜌𝐴𝑣ሷ ൅
𝑑𝑉
𝑑𝑥

ൌ 𝑝

平⾯保持仮定



要素𝑖

節点𝑖 節点𝑖 ൅ 1

V௜

𝑀௜

V௜ାଵ

𝑀௜ାଵ

𝑣௜ 𝑣௜ାଵ

𝜃௜

𝜃௜ାଵ

𝑝

𝐸𝐼
𝜌𝐴

𝑙

𝜌𝐴𝑣ሷ ൅ 𝐸𝐼
𝜕ସ𝑣
𝜕𝑥ସ ൌ 𝑝

𝑣 𝑡, 𝑥 ൌ 𝑎𝑥ଷ ൅ 𝑏𝑥ଶ ൅ 𝑐𝑥 ൅ 𝑑 と仮定する

𝑣ଵ
𝜃ଵ
𝑣ଶ
𝜃ଶ

ൌ

𝑣 𝑡, 0
𝜃 𝑡, 0
𝑣 𝑡, 𝑙
𝜃 𝑡, 𝑙

ൌ

𝑑 
𝑐

𝑎𝑙ଷ ൅ 𝑏𝑙ଶ ൅ 𝑐𝑙 ൅ 𝑑
3𝑎𝑙ଶ ൅ 2𝑏𝑙 ൅ 𝑐 

𝜃 𝑡, 𝑥 ൌ 3𝑎𝑥ଶ ൅ 2𝑏𝑥 ൅ 𝑐

ൌ

0 0 0 1
0 0 1 0
𝑙ଷ 𝑙ଶ 𝑙 1

3𝑙ଶ 2𝑙 1 0

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

𝑉ଵ
𝑀ଵ
𝑉ଶ
𝑀ଶ

௜

ൌ 𝐸𝐼

𝑣ᇱᇱᇱ 𝑡, 0
𝜙 𝑡, 0

𝑣ᇱᇱᇱ 𝑡, 𝑙
𝜙 𝑡, 𝑙

௜

𝜙 𝑡, 𝑥 ൌ 6𝑎𝑥 ൅ 2𝑏
𝑣ᇱᇱᇱ 𝑡, 𝑥 ൌ 6𝑎

ൌ 𝐸𝐼

6 0 0 0
0 2 0 0
6 0 0 0
6𝑙 2 0 0

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

𝑉ଵ
𝑀ଵ
𝑉ଶ
𝑀ଶ

௜

ൌ 𝐸𝐼

6 0 0 0
0 2 0 0
6 0 0 0
6𝑙 2 0 0

0 0 0 1
0 0 1 0
𝑙ଷ 𝑙ଶ 𝑙 1

3𝑙ଶ 2𝑙 1 0

ିଵ 𝑣ଵ
𝜃ଵ
𝑣ଶ
𝜃ଶ

ൌ 𝐸𝐼

6 0 0 0
0 2 0 0
6 0 0 0
6𝑙 2 0 0

2/𝑙ଷ 1/𝑙ଶ െ2/𝑙ଷ 1/𝑙ଶ

െ3/𝑙ଶ െ2/𝑙 3/𝑙ଶ െ1/𝑙
0 1 0 0
1 0 0 0

𝑣ଵ
𝜃ଵ
𝑣ଶ
𝜃ଶ

ൌ

12𝐸𝐼
𝑙ଷ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ െ

12𝐸𝐼
𝑙ଷ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

െ
6𝐸𝐼
𝑙ଶ െ

4𝐸𝐼
𝑙

6𝐸𝐼
𝑙ଶ െ

2𝐸𝐼
𝑙

12𝐸𝐼
𝑙ଶ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ െ

12𝐸𝐼
𝑙ଷ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

2𝐸𝐼
𝑙 െ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

4𝐸𝐼
𝑙

𝑣ଵ
𝜃ଵ
𝑣ଶ
𝜃ଶ



要素𝑖

節点𝑖 節点𝑖 ൅ 1

V௜

𝑀௜

V௜ାଵ

𝑀௜ାଵ

𝑝 𝑉௜
െ𝑀௜

െ𝑉௜ାଵ
𝑀௜ାଵ

௜

ൌ

12𝐸𝐼
𝑙ଷ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ െ

12𝐸𝐼
𝑙ଷ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

4𝐸𝐼
𝑙 െ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

2𝐸𝐼
𝑙

െ
12𝐸𝐼

𝑙ଶ െ
6𝐸𝐼
𝑙ଶ

12𝐸𝐼
𝑙ଷ െ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

2𝐸𝐼
𝑙 െ

6𝐸𝐼
𝑙ଶ

4𝐸𝐼
𝑙

𝑣௜
𝜃௜

𝑣௜ାଵ
𝜃௜ାଵ

𝑉௜ାଵ
െ𝑀௜ାଵ
െ𝑉௜ାଶ
𝑀௜ାଶ

௜ାଵ

V௜ାଵ

𝑀௜ାଵ

V௜ାଶ

𝑀௜ାଶ

要素𝑖 ൅ 1

節点𝑖 ൅ 2

要素𝑖 要素𝑖 ൅ 1

𝑓௜ାଵ
𝑚௜ାଵ

𝑉௜
െ𝑀௜

െ𝑉௜ାଵ
𝑀௜ାଵ

௜ 
 

𝑓௜ାଵ 
𝑚௜ାଵ

 
 

ൌ ൅

𝑉

𝑀 回転⽅向に注意︕

要素剛性マトリクス

要素剛性マトリクスを組み合わせて
全体剛性マトリクスを作る
これは『平⾯保持仮定』から得られる結論



𝜌𝐴𝑣ሷ ൅ 𝐸𝐼
𝜕ସ𝑣
𝜕𝑥ସ ൌ 𝑝

𝒗
𝜽 ൌ 𝒑

𝒎𝐊

𝜌𝐴𝑙
2 0 0 0
0 0 0 0

0 0
𝜌𝐴𝑙

2 0
0 0 0 0

𝑣ଵ
𝜃ଵ
𝑣ଶ
𝜃ଶ

ሷ

集中質量マトリクス

𝜌𝐴𝑙
420

156 22𝑙 54 െ13𝑙
22𝑙 4𝑙ଶ 13𝑙 െ3𝑙ଶ

54 13𝑙 156 െ22𝑙
െ13𝑙 െ3𝑙ଶ െ22𝑙 4𝑙ଶ

𝑣ଵ
𝜃ଵ
𝑣ଶ
𝜃ଶ

ሷ

整合質量マトリクス
というのもある・・・（重み付き残差法・仮想仕事の定理などから導く）
ただし，必ずしも精度が良いわけではない

運動⽅程式
平⾯保持仮定

合わせるために
なんとなく

数学的部分をちゃんとしないと気がすまない⼈には，

𝒗
𝜽

ሷ ൅ 𝒗
𝜽 ൌ 𝒑

𝒎𝐊𝐌
最終的に同じ形で書ける

⾞両の接地⼒を代⼊する
𝒑
𝒎 ൌ 𝐋𝐌୔ 𝒈 െ 𝒛ሷ

𝟎



𝐋 ൌ

⋮ ⋮
𝑙 െ 𝑥ଵ /𝑙 𝑙 െ 𝑥ଶ /𝑙

𝑥ଵ/𝑙 𝑥ଶ/𝑙
⋮ ⋮

⾞両の接地⼒を記述する︓

要素𝑖節点𝑖 節点𝑖 ൅ 1

𝑥

等価な節点荷重
に置き換える

節点数×軸重のマトリクス

節点𝑖
節点𝑖 ൅ 1

𝐋𝐌୔ 𝒈 െ 𝒛ሷ
軸重1を分配

軸重位置の範囲外
にある要素は全てゼロ

𝐌୔ ൌ

𝑀
2

𝑀
2

𝒈 ൌ
െ𝑔
െ𝑔

𝒛ሷ ൌ 𝑧ሷଵ
𝑧ሷଶ

接地⼒とは
クルマの重さから慣性⼒を差し引いたもの
またはバネの復元⼒（ただし，⾃然⻑基準）

橋梁のモデル化は有限要素法に基づいている．
有限要素法の⽴式過程においては，『重み付き残差法』が
最も汎⽤性が⾼く，ここで⽤いる『内挿』の概念を⽤いれば
数式は⾼度だけど，もう少し統⼀的に理解できるはず
このとき 𝒎 ് 𝟎

今，使っているモデルは
つりあい位置基準



橋梁からの強制変位を⾞両モデルに追加する

変位︓𝑧ଵ変位︓𝑧ଶ

変位︓𝑢ଵ変位︓𝑢ଶ

傾き︓𝜃

質量︓𝑀
慣性モーメント︓𝐼

𝑘ଵ 𝑐ଵ𝑘ଶ 𝑐ଶ

𝑙ଵ𝑙ଶ

𝒖 ൌ
𝑦ଵ
𝑦ଶ

൅
𝑟ଵ
𝑟ଶ

ൌ 𝑣ሺ𝑥ଵ, 𝑡ሻ
𝑣ሺ𝑥ଶ, 𝑡ሻ ൅ 𝑅 𝑥ଵ

𝑅 𝑥ଶ

位置に関する
路⾯凹凸の関数

⾞両位置の
橋梁振動成分
（節点位置ではない）

𝑦ሺ𝑥ଵ, 𝑡ሻ
𝑦ሺ𝑥ଶ, 𝑡ሻ ൌ 𝐋୘𝒗

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

ൌ

2/𝑙ଷ 1/𝑙ଶ െ2/𝑙ଷ 1/𝑙ଶ

െ3/𝑙ଶ െ2/𝑙 3/𝑙ଶ െ1/𝑙
0 1 0 0
1 0 0 0

𝑣ଵ
𝜃ଵ
𝑣ଶ
𝜃ଶ

としてちゃんと三次曲線でも求められるが
⼤規模化するとやや⾯倒になってくる
𝑣 𝑥 ൌ 𝑎𝑥ଷ ൅ 𝑏𝑥ଶ ൅ 𝑐𝑥 ൅ 𝑑



⾞両と橋梁の相互作⽤モデルが記述できた
𝒚 ൌ 𝒗

𝜽𝐌୚𝒛ሷ ൅ 𝐂୚𝒛ሶ ൅ 𝐊୚𝒛 ൌ 𝐂୔𝒖ሶ ൅ 𝐊୔𝒖
𝐌𝒚ሷ ൅ 𝐊𝒚 ൌ 𝐋𝐌୔ 𝒈 െ 𝒛ሷ 𝒖 ൌ 𝒓 ൅ 𝐋୘𝒚

𝐌୚𝒛ሷ ൅ 𝐂୚𝒛ሶ ൅ 𝐊୚𝒛 ൌ 𝐂୔ 𝒓ሶ ൅ 𝐋୘𝒚ሶ ൅ 𝐊୔ 𝒓 ൅ 𝐋୘𝒚
𝐌𝒚ሷ ൅ 𝐂𝒚ሶ ൅ 𝐊𝒚 ൌ 𝐋𝐌୔ 𝒈 െ 𝒛ሷ

𝐌୚
𝐋𝐌୔ 𝐌

𝒛
𝒚
ሷ

൅ 𝐂୚ െ𝐂୔𝐋୘

𝐂
𝒛
𝒚
ሶ

൅ 𝐊୚ െ𝐊୔𝐋୘

𝐊
𝒛
𝒚 ൌ 𝐂୔𝒓ሶ ൅ 𝐊୔𝒓

𝐋𝐌୔𝒈

MCKシステムとして記述できる︕
でも，M，C，Kのそれぞれが時間変化する𝐋を含んでいるので線形ではない︕

※橋梁にも減衰を導⼊する（ずっと⾃由振動してしまうので）
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数値シミュレーションを実装するには︖

空間の離散化 𝑣ሺ𝑥ሻ
𝑣ଵ
⋮

𝑣௡

⋅
𝑁ଵ 𝑥

⋮
𝑁௡ 𝑥

空間偏微分の
離散的処理

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝒗 ⋅
𝜕𝑵
𝜕𝑥

偏微分⽅程式の解𝑣ሺ𝑥ሻを求める問題（難しい）を
多変数連⽴⽅程式の解𝒗を求める問題（かんたん）に変換する

あとは，時間の離散化を⾏えば良い
変分法を⽤いるのが⼀般的
※ 有限要素法で離散化すると，計算負荷が⼤きくなりすぎる
※ 変分法・・・陽解法と陰解法
① テイラー展開の⾼次項を無視
② Newmarkｰβ法（2階微分の⾼精度解法）

𝒗 𝑡 𝒗 𝑡ଵ ⋯ 𝒗 𝑡்

𝑁ଵ 𝑡
⋮

𝑁் 𝑡

ここまでの解説内容︓
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