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概要

Kirchhoff-Love板およびReissner-Mindlin板の力学的挙動を分析するために，Hermite補間を用
いた新たな要素を開発した．開発した要素は補間に１変数Hermite多項式の積である双Hermite
補間関数を用いた四辺形適合要素であり，節点の曲げ自由度が 4自由度，9自由度であること
から P4，P9要素と呼ばれる．計算コスト削減の観点から均質で等方性を備える板の支配方程
式は一般化三変数板理論によって導入される．開発した P4要素，P9要素の性能を検証する
ためにMATLAB上で数値シミュレーションを行い，解析解や既存研究による厳密解と比較し
た．数値シミュレーションの結果，開発した P4要素，P9要素は板厚や要素形状に関係なく
優れた近似結果を提供することが確認された．
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第1章 はじめに

1.1 研究背景，研究目的
板は様々なデバイスや機械，土木構造物などに広く使われている重要な構造部品である．板

の様々な使用場面や形状を考えると，多様な方法でその力学的挙動をモデル化し，計算できる
ことは極めて重要である．板の力学的挙動は板の厚さに応じてKirhhoff-Love板理論，または
せん断変形板理論を使い分けることにより，精度良く計算することができる．Kirhhoff-Love
板理論は古典的板理論（Classical Plate theory：CPT）とも呼ばれることがあり，せん断変形を
無視できるような薄い板の曲げ変形を計算することに優れている．一方，せん断変形板理論
は土木構造物によく使用されるような比較的厚い板の曲げ挙動の計算に適している．

CPTおよびせん断変形板理論を用いると，板の変形挙動は偏微分方程式によって記述され
る．その偏微分方程式の近似解を得るために有限要素法（Finite Element Methods：FEM）が
よく用いられる．FEMでは基本的に偏微分方程式が対象とする領域を領域の特徴に合わせて
直線や三角形，四角形，四面体，六面体などの微小領域に分割し，微小領域を構成する離散
点における解を求める．その離散点を節点，節点によって構成される微小領域を要素と呼ぶ．
要素内において連続的に分布する変位や外力といった物理量は節点での値を基底関数で内挿
することにより表現される．節点の配置や内挿に採用される値，基底関数によって要素の種
類が定義され，これまでに様々な種類の要素が開発されてきた．
板の力学的挙動を解析する上では三角形や四角形の形状を持つ２次元要素である板要素，

シェル要素が採用されることが多く，隣接する要素は共有する辺を介して接続される．板の
たわみを正確に表現する為には共有辺上で曲げたわみが連続している C0連続だけではなく，
たわみ角まで連続であるC1連続が要求される．一般的にC1連続を満たす要素は適合要素と
呼ばれ，CPTに基づく適合要素の例としてはHCT要素 [1]，TUBA [2]，DKQ要素 [3]などが
挙げられる．適合要素の定式化は複雑なものが多く，比較的定式化が簡単に行える C1 連続
を満たさない要素（非適合要素）の開発も行われてきた．非適合要素の代表的な例としては
DKT要素 [4]やACM要素 [5]などが挙げられる．この文脈において Bognerらは BFS要素と
呼ばれる，Hermite多項式を基底関数として用いた革新的な要素を開発した [6]．Zienkiewicz
と Taylor [7]によればこの BFS要素は HCT，DKT，DKQ，ACMといった要素と比較を行っ
た中で精度と収束の速さの面で最も優れていると評されている．しかし，BFS要素はその導
出の中で親要素が定義されておらず，要素形状が矩形に限られている．このような幾何的制
約から BFS要素の適用例はあまり多くない．
近年，ひずみ弾性勾配（strain gradient）や有限セル法（Finite Cell Methods：FCM）を扱う
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研究者らが Hermite多項式を基底関数に採用した有限要素に関する研究を精力的に行ってい
る [8, 9, 10, 11, 12, 13]．Beheshti [8]は要素の形状補間には一般的な要素で使用される双線形
Lagrange補間関数を使用し，たわみ，たわみ角など補間には 1変数 Hermite多項式の積であ
る双Hermite補間関数を用いた四辺形サブパラメトリック要素を開発した．Beheshtiら [8]の
研究では各節点の曲げ自由度（Degree of Freedom：DoF）が 3自由度と 6自由度である非適合
要素を導入し，様々な板形状や境界条件，荷重条件に関してベンチマークテストが行われた．
しかしながら，Bognerら [6]が示したような，節点の曲げ自由度に 4自由度,9自由度を持つ
適合要素に関する検討は行われていない．Bacciocchiらは Beheshtiが導入したようなサブパ
ラメトリック要素に加え，要素形状とたわみなどの補間に同一の基底関数を使用したアイソ
パラメトリック四辺形 Hermite型要素を開発した [10, 11]．Bacciocchiらの研究 [10, 11]では
適合要素の検討が行なわれているが，Hermite多項式を基底関数として明示的に使用はしてい
ない．
せん断変形を考慮する必要のある厚板モデルでは，せん断変形（応力）の厚さ方向への線形

分布を仮定する Reissner-Mindlin板理論 [14, 15]が用いられることが多い．このアプローチは
一次せん断変形理論（First Shear Deformation Theory：FSDT）とも呼ばれており，FSDTに基
づいた様々な 2次元有限要素が開発されてきた [16, 17, 18, 19]．しかし，FSDTに基づく有限
要素の多くが，板厚を小さくするとせん断剛性を過大評価する，せん断ロッキング現象が発
生するという問題を抱えている．ロッキングを回避する為には縮減積分法やバブルモードの
付加といった計算テクニックを用いるか，せん断ひずみを他の成分と別に仮定すればいいが，
複雑な定式化が必要である [20, 21, 18, 19]．一方でせん断変形分布を非線形と仮定するモデル
も存在する．これらのモデルは高次せん断変形理論（Higher-order Shear Deformation Theory：
HSDT）と呼ばれ，様々な関数を利用して分布を仮定した研究が存在する [22, 23, 24, 25, 26]．
板の変形を解析する際には板の中立面に xy座標軸を設定することが多く，中立面法線方向

が z軸となる．このとき x, y, z 方向の変位をそれぞれ u, v, wとすると，CPTでは u, v, wの
みを独立変数と見なす．FSDTとHSDTは CPTと異なり u, v, wに加え，x, y方向のたわみ角
βx, βyを独立変数として扱うため計算コストが大幅に増加する．そこで，Senthilnathanら [27]
は計算コストの増大を抑えるために面外変位 wを曲げ成分とせん断成分に分離できると仮定
した新たな 4変数板理論を提案した．Senthilnathanらの仮定に基づいて様々な研究が行われ
ており [28, 29, 30, 31, 32, 33]，これらのモデルは Refine Plate Theory（：RPT）と呼ばれて
いる．RPTの流れの中で Nguyenらは一般化 3変数板理論（Generalised Three Variavle Plate
Theory:GTVPT）を発表した [33]．GTVPTはCPT，FSDT，HSDTの統合を目指し，せん断た
わみが曲げたわみによって表されるという仮定の下，6次の強形式，弱形式では 4次の支配方
程式が導出された．Nguyenらは支配方程式の導出後，Iso-Geometric Analysis（：IGA） [34]
により検証を行った．
本研究の目的はGTVPTに基づき，補間にHermite多項式を明示的に用いた四辺形適合要素

を開発することである．要素形状の補間は 1次 Lagrange多項式を用いて Beheshti [8]と同様
に定式化を行うが，本研究では適合要素を導入し，その妥当性の検証を行う．また，FSDTへ
の適用も行う．
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1.2 研究方法
まず，GTVPTによる板の支配方程式の導出および弱形式化を行う．その後，各節点の曲げ

自由度が 4自由度または 9自由度であり，要素形状補間に Lagrange多項式，たわみなどの補
間に Hermite多項式を明示的に用いた四辺形適合要素の導出を行う．要素の性能を確認する
ために薄板，厚板についてMATLABを用いた数値シミュレーションによるベンチマークテス
トを行った．
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第2章 一般化3変数板理論

本研究ではNguyenら [33]が発表したGTVPTに基づき，支配方程式を導出した．図 2.1に
示すような均質な板では力のつり合い式は次のように与えられる．

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

+ bx = 0 (2.1a)

∂τxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂τyz
∂z

+ by = 0 (2.1b)

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂σzz
∂z

+ bz = 0 (2.1c)

一般的に板構造において σzzは無視できるため，体積力 bを外力として考えると式 (2.1)は以
下のように簡略化できる．

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

= 0 (2.2a)

∂τxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂τyz
∂z

= 0 (2.2b)

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0 (2.2c)

式 (2.2c)と式 (2.2a)，(2.2b)を z倍したものを −h
2 から h

2 まで積分すると式 (2.3)のようにな
る．

Neutral plane

No deformation 

in the thickness

direction

図 2.1: 板モデルおよび応力状態の概念図
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∂Qxy

∂x
+

∂Qyz

∂y
= 0 (2.3a)

∂Mxx

∂x
+

∂Mxy

∂y
−Qxz = 0 (2.3b)

∂Mxy

∂x
+

∂Myy

∂y
−Qyz = 0 (2.3c)

ここで断面力およびモーメントは以下のように定義される．[
Nxx Nyy Nxy

]T
=

∫ h
2

−h
2

[
σxx σyy σxy

]T
dz (2.4a)

[
Mxx Myy Mxy

]T
=

∫ h
2

−h
2

z
[
σxx σyy σxy

]T
dz (2.4b)

[
Qxz Qyz

]T
=

∫ h
2

−h
2

[
τxz τyz

]T
dz (2.4c)

均質な板の構成方程式は次のように与えられる．[
σxx σyy τxy τxz τyz

]T
= C

[
εxx εyy γxy γxz γyz

]T
(2.5)

C =
E

1− ν2


1 ν O

ν 1
1−ν
2

1−ν
2

O 1−ν
2


ここでEはヤング率，νはポアソン比である．u0，v0をそれぞれ板の中立面（z = 0）におけ
る x，y方向の変位，wを z方向の変位とする．このとき，せん断変形理論では変位を次のよ
うに定義する．

u(x, y, z) = u0 + zϕx + g(z)

(
∂w

∂x
+ ϕx

)
(2.6a)

v(x, y, z) = v0 + zϕy + g(z)

(
∂w

∂y
+ ϕy

)
(2.6b)

w(x, y, z) = w(x, y) (2.6c)

g(z)はせん断変形の分布を仮定する関数である．Senthilnathanら [27]は式 (2.7)の仮定を採
用し，式 (2.6)を式 (2.8)のように変形した．

w = wb + ws (2.7a)

ϕx = −∂wb

∂x
(2.7b)

ϕy = −∂wb

∂y
(2.7c)
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u(x, y, z) = u0 − z
∂wb

∂x
+ g(z)

∂ws

∂x
(2.8a)

v(x, y, z) = v0 − z
∂wb

∂y
+ g(z)

∂ws

∂y
(2.8b)

w(x, y, z) = wb + ws (2.8c)

wbと wsはそれぞれ曲げたわみおよびせん断たわみである．本研究では FSDTへの適用を目
指すため，g(z) = 0のケースについて定式化を行っている．g(z)の他の例に関してはNguyen
ら [33]を参照されたい．
ひずみ-変位関係式は式 (2.9)のように表される．εxxεyy

γxy

 =


∂u0
∂x
∂v0
∂y

∂u0
∂y + ∂v0

∂x

− z


∂2wb
∂x2

∂2wb
∂y2

2∂2wb
∂x∂y


= ε0 + zε1

(2.9a)

[
γxz

γyz

]
=

[
∂ws
∂x
∂ws
∂y

]
= εs (2.9b)

式 (2.4)に式 (2.5), (2.9)を代入すると
[
Nxx Nyy Nxy

]
=

∫ h
2

−h
2

(εT0 + zεT1 )Cbdz

= εT0

∫ h
2

−h
2

Cbdz + εT1

∫ h
2

−h
2

zCbdz

= εT0 A+ εT1 B

(2.10a)

[
Mxx Myy Mxy

]
=

∫ h
2

−h
2

z(εT0 + zεT1 )Cbdz

= εT0

∫ h
2

−h
2

zCbdz + εT1

∫ h
2

−h
2

z2Cbdz

= εT0 B+ εT1 D

(2.10b)

[
Qxz

Qyz

]
= εTs

∫ h
2

−h
2

Csdz

= εTs Ds

(2.10c)
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CbおよびCsはCの部分行列であり

Cb =

C11 C12 0

C21 C22 0

0 0 C66

 (2.11a)

Cs =

[
C44 0

0 C55

]
(2.11b)

本研究で扱っている板は均質な板でありE(z)は定数であるため，式 (2.10)の積分は次のよう
に計算できる．

A = hCb,B = O,D =
h3

12
Cb,Ds = hCs (2.12)

表記を簡素化するため以降，式 (2.13)のように記述する．
A = A11, D = D11, Ds = Ds11 (2.13)

式 (2.10)より，式 (2.3)は次のように書ける．
Ds∇2ws = 0 (2.14a)

−D
∂

∂x
∇2wb −Ds

∂ws

∂x
= 0 (2.14b)

−D
∂

∂y
∇2wb −Ds

∂ws

∂y
= 0 (2.14c)

ここで∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
．式 (2.14b)， (2.14b)をそれぞれ xと yで積分すると次式のようにな

る．

ws = − D

Ds
∇2wb + F1(y) (2.15a)

ws = − D

Ds
∇2wb + F2(x) (2.15b)

F1(y)，F2(x)は積分定数である．式 (2.15b)， (2.15b)は同一であるはずであるから
F1(y) = F2(x) = F0 (2.16)

F0は剛体運動を表すため省略する．式 (2.15)より

ws = − D

Ds
∇2wb = α∇2wb (2.17)

ゆえに式 (2.8)は次式のように表される．

u(x, y, z) = u0 − z
∂wb

∂x
(2.18a)

v(x, y, z) = v0 − z
∂wb

∂y
(2.18b)

w(x, y, z) = wb + α∇2wb (2.18c)
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仮想仕事式を考える．板の体積を V とすると板の弾性エネルギーは次式で与えられる．

δU =

∫
V
σδεdV

=

∫
Ω


Nxx

Nyy

Nxy


T

δε0 +

Mxx

Myy

Mxy


T

δε1 +

[
Qxz

Qyz

]T
δεs

dΩ

(2.19)

式 (2.19)に式 (2.10)を代入し，部分積分を用いて展開すると次式のような表現を得る．

δU =

∫
Ω

{(
Nxx

∂δu0
∂x

+Nyy
∂δv0
∂y

+Nxy

(
∂δu0
∂y

+
∂δv0
∂x

))
+

(
Mxx

∂2δw0

∂x2
+Myy

∂2δw0

∂y2
+ 2Mxy

∂2δw0

∂x∂y

)
+

(
Qxz

∂δws

∂x
+Qyz

∂δws

∂y

)}
dΩ

= −
∫
Ω

{(
∂Nxx

∂x
+

∂Nxy

∂y

)
δu0 +

(
∂Nxy

∂x
+

∂Nyy

∂y

)
δv0

+

(
∂2Mxx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2Myy

∂y2

)
(δw0 + α∇2δw0)

}
dΩ

+

∫
Γ

{
(Nxxnx +Nxyny)δu0+(Nxynx +Nyyny)δv0−(Mxxnx +Mxyny)

∂δw0

∂x
−(Mxynx +Myyny)

∂δw0

∂y

+

((
∂Mxx

∂x
+

∂Mxy

∂y

)
nx +

(
∂Mxy

∂x
+

∂Myy

∂y

)
ny

)
(δw0 + α∇2δw0)

}
dΓ (2.20)

Ωと Γはそれぞれ板の中立面とその境界である．nxと nyは中立面 Ωに対する法線ベクトル
の x，y方向成分である式 (2.20)の計算の詳細は付録Aを参照されたい．また，面外方向荷重
q(x, y)による仕事W extは次式で与えられる．

δW ext = −
∫
Ω
q(x, y)(δw0 + α∇2δw0)dΩ (2.21)

仮想仕事の原理より
δU − δW ext = 0 (2.22)

式 (2.20)，(2.21)および (2.22)より支配方程式は以下のようになる．

sδu0 :
∂Nxx

∂x
+

∂Nxy

∂y
= 0 (2.23a)

δv0 :
∂Nxy

∂x
+

∂Nyy

∂y
= 0 (2.23b)

δwb + α∇2δwb :
∂2Mxx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2Myy

∂y2
+ q(x, y) = 0 (2.23c)
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式 (2.10)より式 (2.23)は変位について書き直すことができる．

δu0 : A
∂2u

∂x2
+

1− ν

2
A
∂2u0
∂y2

+
1 + ν

2
A

∂2v0
∂x∂y

= 0 (2.24a)

δv0 :
1− ν

2
A
∂2v0
∂x2

+A
∂2v0
∂y2

+
1 + ν

2
A
∂2u0
∂x∂y

= 0 (2.24b)

δwb + αδ2δwb : D∇4w0 + q(x, y) = 0 (2.24c)

ここで∇4 = ∂4

∂x4 +2 ∂4

∂x2∂y2
+ ∂4

∂y4
．式 (2.23)，(2.24)を見るとGTVPTによって導かれた FSDT

の支配方程式はよく目にする CPTのものと同一であることが分かる．ただし，FSDTにおい
ては w = wb + wsであることに注意されたい．言い換えると wsを無視すれば CPTによる解
が求まる．
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第3章 有限要素法

以降，記法簡略化のために u0 = u，v0 = v，wb = wのように表記する．ある板要素内にお
ける変位は次のように近似することができる．

u(x, y) = N (m)(x, y) · u (3.1a)

v(x, y) = N (m)(x, y) · v (3.1b)

w(x, y) = N (b)(x, y) ·w (3.1c)

N (m)，N (b)はぞれぞれ面内変形と面外変形に関する基底関数であり，u，v，wはそれぞれ
x，y，z方向の変位ベクトルである．式 (2.10)，(3.1)より断面力およびモーメントは次式のよ
うに表す事ができる．



Nxx

Nyy

Nxy

Mxx

Myy

Mxy


=

[
A

D

]


∂N (m)

∂x

T

∂N (m)

∂y

T

∂N (m)

∂y

T
∂N (m)

∂x

T

−∂2N (b)

∂x2

T

−∂2N (b)

∂y2

T

−∂2N (b)

∂x∂y

T



uv
w



= DLBLU

(3.2)

BL =



∂N (m)

∂x

T

∂N (m)

∂y

T

∂N (m)

∂y

T
∂N (m)

∂x

T

−∂2N (b)

∂x2

T

−∂2N (b)

∂y2

T

−2∂2N (b)

∂x∂y

T


,DL =

[
A

D

]
,U =

uv
w
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弱形式化を行う． R1，R2，R3をそれぞれ式. (2.23a)，(2.23b)，(2.23c)の残差とすれば，

R1 =
∂Nxx

∂x
+

∂Nxy

∂y
(3.3a)

R2 =
∂Nxy

∂x
+

∂Nyy

∂y
(3.3b)

R3 =
∂2Mxx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2Myy

∂y2
− q(x, y) (3.3c)

式 (3.3a)，(3.3b)，(3.3c)に対応する重みをそれぞれ ω1，ω2，ω3とする．重み付き残差を領域
全体で積分すると次式を得る．∫

Ω
(ω1R1 + ω2R2 + ω3R3)dΩ = 0 (3.4)

ここで

ω1 = N (m)(x, y) · ω1 (3.5a)

ω2 = N (m)(x, y) · ω2 (3.5b)

ω3 = N (b)(x, y) · ω3 (3.5c)

とすると，付録 Bの計算を経て次のようになる．

∫
Ω


∂N (m)

∂x
∂N (m)

∂y
∂N (m)

∂y
∂N (m)

∂x

−∂2N (b)

∂x2 −∂2N (b)

∂y2
−2∂2N (b)

∂x∂y





Nxx

Nyy

Nxy

Mxx

Myy

Mxy


dΩ =

∫
Ω

 o

o

N (b)q

 dΩ

(3.6)
式 (3.6)の左辺を式 (3.2)によって展開すると

∫
Ω
BT

LDLBLdΩU =

∫
Ω

 o

o

N (b)q

 dΩ (3.7)

KU = F (3.8)

K =

∫
Ω
BT

LDLBLdΩ, F =

∫
Ω

 o

o

N (b)q

 dΩ

図 3.1に示すように，ある板要素内において物理座標系 x, yとは別に板要素の中立面Ωe上
に自然座標系 ξ, η(−1 ≤ ξ, η ≤ 1)を設定し，ξ, ηによって定義される空間を Ω̂eとすると座標
系 x, yと座標系 ξ, η間の変換は次式のように表される．
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1 2

34
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1
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−1

−1

1

1

(Physical coordinate) (Natural coordinate)

図 3.1: 物理座標と自然座標の変換

xe =
4∑

i=1

N̂
(c)
i (ξ, η)xi (3.9)

ここで xeは要素内のある点の座標ベクトルであり，xiは i番目の要素構成節点の座標ベクト
ルである．N̂

(c)
i (ξ, η)は 1次の Lagrange多項式の積である双線形補間関数であり，次のよう

に与えられている．

N̂
(c)
1 =

1

4
(1− ξ)(1− η) N̂

(c)
2 =

1

4
(1 + ξ)(1− η)

N̂
(c)
3 =

1

4
(1 + ξ)(1 + η) N̂

(c)
4 =

1

4
(1− ξ)(1 + η)

(3.10)

この変換を導入することにより，物理座標系 x, yに関する導関数を自然座標系 ξ, ηについて
書き直すことができる．式 (3.2)のBLに含まれる導関数は J̄mまたは J̄bを変換マトリクスと
して自然座標系 ξ, ηについて式 (3.11)のように表すことができる．[

∂N̂ (m)

∂ξ
∂N̂ (m)

∂η

]T
= J̄m

[
∂N (m)

∂x
∂N (m)

∂y

]
(3.11a)[

∂N̂ (b)

∂ξ
∂N̂ (b)

∂η
∂2N̂ (b)

∂ξ2
∂2N̂ (b)

∂η2
∂2N̂ (b)

∂ξ∂η

]
= J̄b

[
∂N (b)

∂x
∂N (b)

∂y
∂2N (b)

∂x2
∂2N (b)

∂y2
∂2N (b)

∂x∂y

]
(3.11b)

J̄m =

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]
, J̄b =



∂x
∂ξ

∂y
∂ξ 0 0 0

∂x
∂η

∂y
∂η 0 0 0

∂2x
∂ξ2

∂2y
∂ξ2

(
∂x
∂ξ

)2 (
∂y
∂ξ

)2
2∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂2x
∂η2

∂2y
∂η2

(
∂x
∂η

)2 (
∂y
∂η

)2
2∂x
∂η

∂y
∂η

∂2x
∂ξ∂η

∂2y
∂ξ∂η

∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂x
∂ξ

∂y
∂η + ∂x

∂η
∂y
∂ξ


本研究では面内変位，面外変位はともに Hermite補間によって内挿されるが面内変位に関

する自由度は x, y方向それぞれ 3自由度で固定した．面外変位に関する自由度は各要素で異
なる．
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3.1 P4要素
Beheshti [8]の命名規則に従い，節点の曲げ自由度が 4である要素を P4要素と呼ぶ．i番目

の要素構成節点における面内変位と面外変位に対する一般化変位ベクトルをそれぞれ次のよ
うに定義する．

ui =
[
ui

∂u
∂x i

∂u
∂y i

]T
(3.12a)

vi =
[
vi

∂v
∂x i

∂v
∂y i

]T
(3.12b)

w
(4)
i =

[
wi

∂w
∂x i

∂w
∂y i

∂2w
∂x∂y i

]T
(3.12c)

式 (3.1)と (3.12)の関係は次のように表される．

u =
[
uT
1 uT

2 uT
3 uT

4

]T
(3.13)

vi，w
(4)
i についても同様である．

親空間 Ω̂eにおける変位は次のように近似できる．

ue =
4∑

i=1

(
uiN̂

(m)
i1 +

∂u

∂ξ i

N̂
(m)
i2 +

∂u

∂η i

N̂
(m)
i3

)
(3.14a)

ve =
4∑

i=1

(
viN̂

(m)
i1 +

∂v

∂ξ i

N̂
(m)
i2 +

∂v

∂η i

N̂
(m)
i3

)
(3.14b)

we =
4∑

i=1

(
wiN̂

(b,4)
i1 +

∂w

∂ξ i

N̂
(b,4)
i2 +

∂w

∂η i

N̂
(b,4)
i3 +

∂2w

∂ξ∂η i

N̂
(b,4)
i4

)
(3.14c)

N̂
(m)
ij ，N̂

(b,4)
ij は 1変数 Hermite多項式H(3)(ξ)，H(3)(η)の積である補間関数であり，次式の

ような関係である．

N̂
(m)
i1 = H

(3)
k (ξ)H

(3)
l (η) (3.15a)

N̂
(m)
i2 = H

(3)
k+1(ξ)H

(3)
l (η) (3.15b)

N̂
(m)
i3 = H

(3)
k (ξ)H

(3)
l+1(η) (3.15c)

{i, k, l} = (1, 1, 1), (2, 3, 1), (3, 3, 3), (4, 1, 3)
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N̂
(b,4)
i1 = H

(3)
k (ξ)H

(3)
l (η) (3.16a)

N̂
(b,4)
i2 = H

(3)
k+1(ξ)H

(3)
l (η) (3.16b)

N̂
(b,4)
i3 = H

(3)
k (ξ)H

(3)
l+1(η) (3.16c)

N̂
(b,4)
i4 = H

(3)
k+1(ξ)H

(3)
l+1(η) (3.16d)

{i, k, l} = (1, 1, 1), (2, 3, 1), (3, 3, 3), (4, 1, 3)

H
(3)
i は次のような条件を満たす．

H
(3)
2i−1(ξi) = δij (3.17a)

∂H
(3)
2i (ξj)

∂ξ
= δij (3.17b)

i, jは 1または 2の値をとり，δij はKroneckerのデルタである．そのためH
(3)
i (ξ)は式 (3.18)

のように与えられる．
H

(3)
1 (ξ) =

1

4
(ξ − 1)2(ξ + 2) (3.18a)

H
(3)
2 (ξ) =

1

4
(ξ − 1)2(ξ + 1) (3.18b)

H
(3)
3 (ξ) = −1

4
(ξ + 1)2(ξ − 2) (3.18c)

H
(3)
4 (ξ) =

1

4
(ξ + 1)2(ξ − 1) (3.18d)

この定式化は Beheshti [8]の P3要素の定式化とよく似ているが，式 (3.16d)が追加されている
ことに注意されたい．
ここで式 (3.11)の変換を考えると，物理空間Ωeにおける変位の近似は以下のように表され

る．

ue =

4∑
i=1

(
uiN

(m)
i1 +

∂u

∂x i
N

(m)
i2 +

∂u

∂y i

N
(m)
i3

)
(3.19a)

ve =
4∑

i=1

(
viN

(m)
i1 +

∂v

∂x i
N

(m)
i2 +

∂v

∂y i

N
(m)
i3

)
(3.19b)

we =
4∑

i=1

(
wiN

(b,4)
i1 +

∂w

∂x i
N

(b,4)
i2 +

∂w

∂y i

N
(b,4)
i3 +

∂2w

∂x∂y i

N
(b,4)
i4

)
(3.19c)

N
(m)
ij とN

(b,4)
ij は物理空間Ωeにおける補間関数である．N̂

(m)
ij ，N̂ (b,4)

ij とN
(m)
ij ，N (b,4)

ij の関係
は次式のように書くことができる．

N
(m)
i = A

(m)
i N̂

(m)
i (3.20a)

N
(b,4)
i = A

(b,4)
i N̂

(b,4)
i (3.20b)
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N
(m)
i =

[
N

(m)T
i1 N

(m)T
i2 N

(m)T
i3

]T
N̂

(m)
i =

[
N̂

(m)T
i1 N̂

(m)T
i2 N̂

(m)T
i3

]T
N

(b,4)
i =

[
N

(b,4)T
i1 N

(b,4)T
i2 N

(b,4)T
i3 N

(b,4)T
i4

]T
N̂

(b,4)
i =

[
N̂

(b,4)T
i1 N̂

(b,4)T
i2 N̂

(b,4)T
i3 N̂

(b,4)T
i4

]T

A
(m)
i =

1 0 0

0 ∂x
∂ξ i

∂x
∂η i

0 ∂y
∂ξ i

∂y
∂η i

 , A
(b,4)
i =


1 0 0 0

0 ∂x
∂ξ i

∂x
∂η i

∂2x
∂ξ∂η i

0 ∂y
∂ξ i

∂y
∂η i

∂2y
∂ξ∂η i

0 0 0 ∂x
∂ξ i

∂y
∂η i

+ ∂x
∂η i

∂y
∂ξ i


式 (3.1)，(3.13)より，N (m)，N (b,4)とN

(m)
i ，N

(b,4)
i の関係は以下のように表される．

N (m) =
[
N

(m)T
1 N

(m)T
2 N

(m)T
3 N

(m)T
4

]T
(3.21a)

N (b,4) =
[
N

(b,4)T
1 N

(b,4)T
2 N

(b,4)T
3 N

(b,4)T
4

]T
(3.21b)

式 (3.20)，(3.21)より

N (m) =


A

(m)
1

A
(m)
2

A
(m)
3

A
(m)
4



N̂

(m)
1

N̂
(m)
2

N̂
(m)
3

N̂
(m)
4

 (3.22a)

N (b,4) =


A

(b,4)
1

A
(b,4)
2

A
(b,4)
3

A
(b,4)
4



N̂

(b,4)
1

N̂
(b,4)
2

N̂
(b,4)
3

N̂
(b,4)
4

 (3.22b)

式 (3.22)を式 (3.11)に代入するとBLの要素が求まる．

3.2 P9要素
Beheshti [8]の命名規則に従い，節点の曲げ自由度が 9である要素を P9要素と呼ぶ．i番

目の要素構成節点における面外変位に対する一般化変位ベクトルをそれぞれ次のように定義
する．

w
(9)
i =

[
wi

∂w
∂x i

∂w
∂y i

∂2w
∂x2 i

∂2w
∂y2 i

∂2w
∂x∂y i

∂3w
∂x2∂y i

∂3w
∂x∂y2 i

∂4w
∂x2∂y2 i

]
(3.23)
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面内変位に関する定式化は P4要素と同様であるため省略する．
親空間 Ω̂eにおける変位は次のように近似できる．

we =
4∑

i=1

(
wiN̂

(b,9)
i1 +

∂w

∂ξ i

N̂
(b,9)
i2 +

∂w

∂η i

N̂
(b,9)
i3 +

∂2w

∂ξ2 i

N̂
(b,9)
i4 +

∂2w

∂η2 i

N̂
(b,9)
i5

+
∂2w

∂ξ∂η i

N̂
(b,9)
i6 +

∂3w

∂ξ2∂η i

N̂
(b,9)
i7 +

∂3w

∂ξ∂η i

N̂
(b,9)
i8 +

∂4w

∂ξ2∂η2 i
N̂

(b,9)
i9

)
(3.24)

N̂
(b,9)
ij は 1変数 Hermite多項式H(5)(ξ)，H(5)(η)の積である補間関数であり，次式のような
関係である．

N̂
(b,9)
i1 = H

(5)
k (ξ)H

(5)
l (η) (3.25a)

N̂
(b,9)
i2 = H

(5)
k+1(ξ)H

(5)
l (η) (3.25b)

N̂
(b,9)
i3 = H

(5)
k (ξ)H

(5)
l+1(η) (3.25c)

N̂
(b,9)
i4 = H

(5)
k+2(ξ)H

(5)
l (η) (3.25d)

N̂
(b,9)
i5 = H

(5)
k (ξ)H

(5)
l+2(η) (3.25e)

N̂
(b,9)
i6 = H

(5)
k+1(ξ)H

(5)
l+1(η) (3.25f)

N̂
(b,9)
i7 = H

(5)
k+2(ξ)H

(5)
l+1(η) (3.25g)

N̂
(b,9)
i8 = H

(5)
k+1(ξ)H

(5)
l+2(η) (3.25h)

N̂
(b,9)
i9 = H

(5)
k+2(ξ)H

(5)
l+2(η) (3.25i)

{i, k, l} = (1, 1, 1), (2, 4, 1), (3, 4, 4), (4, 1, 4)

H
(5)
i は次のような条件を満たす．

H
(5)
3i−2(ξi) = δij (3.26a)

∂H
(5)
3i−1(ξj)

∂ξ
= δij (3.26b)

∂2H
(5)
3i (ξj)

∂ξ2
= δij (3.26c)
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H
(5)
i (ξ)は式 (3.27)のように与えられる．

H
(5)
1 = − 1

16
(ξ − 1)3(3ξ2 + 9ξ + 8) (3.27a)

H
(5)
2 =

1

16
(ξ − 1)3(ξ + 1)(3ξ + 5) (3.27b)

H
(5)
3 = − 1

16
(ξ − 1)3(ξ + 1)2 (3.27c)

H
(5)
4 =

1

16
(ξ + 1)3(3ξ2 − 9ξ + 8) (3.27d)

H
(5)
5 = − 1

16
(ξ + 1)3(ξ − 1)(3ξ − 5) (3.27e)

H
(5)
6 =

1

16
(ξ + 1)3(ξ − 1)2 (3.27f)

この定式化は Beheshti [8]の P6要素の定式化とよく似ているが，式 (3.25g)，(3.25h)，(3.25i)
が追加されていることに注意されたい．
ここで式 (3.11)の変換を考えると，物理空間 Ωe における変位の近似は以下のように表さ

れる．

we =
4∑

i=1

(
wiN

(b,9)
i1 +

∂w

∂x i
N

(b,9)
i2 +

∂w

∂y i

N
(b,9)
i3 +

∂2w

∂x2 i
N

(b,9)
i4 +

∂2w

∂y2 i

N
(b,9)
i5

+
∂2w

∂x∂y i

N
(b,9)
i6 +

∂3w

∂x2∂y i

N
(b,9)
i7 +

∂3w

∂x∂y i

N
(b,9)
i8 +

∂4w

∂x2∂y2 i
N

(b,9)
i9

)
(3.28)

N
(b,9)
ij は物理空間Ωeにおける補間関数である．N̂

(b,9)
ij とN

(b,9)
ij の関係は次式のように書くこ

とができる．
N

(b,9)
i = A

(b,9)
i N̂

(b,9)
i (3.29)

N
(b,9)
i =

[
N

(b,9)T
i1 N

(b,9)T
i2 N

(b,9)T
i3 N

(b,9)T
i4 N

(b,9)T
i5 N

(b,9)T
i6 N

(b,9)T
i7 N

(b,9)T
i8 N

(b,9)T
i9

]
N̂

(b,9)
i =

[
N̂

(b,9)T
i1 N̂

(b,9)T
i2 N̂

(b,9)T
i3 N̂

(b,9)T
i4 N̂

(b,9)T
i5 N̂

(b,9)T
i6 N̂

(b,9)T
i7 N̂

(b,9)T
i8 N̂

(b,9)T
i9

]
A

(b,9)
i は付録 Cを参照されたい．式 (3.1)，(3.13)よりN (b,9)とN

(b,9)
i の関係は以下のように

表される．
N (b,9) =

[
N

(b,9)T
1 N

(b,9)T
2 N

(b,9)T
3 N

(b,9)T
4

]T
(3.30)

式 (3.29)，(3.30)より

N (b,9) =


A

(b,9)
1

A
(b,9)
2

A
(b,9)
3

A
(b,9)
4



N̂

(b,9)
1

N̂
(b,9)
2

N̂
(b,9)
3

N̂
(b,9)
4

 (3.31)

式 (3.22)を式 (3.11)に代入するとBLの要素が求まる．
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第4章 数値シミュレーション

この章では本研究で導出した要素の性能を確かめる為にMATLAB上で数値シミュレーショ
ンを行った．w = wbの薄板の場合に関しては Beheshti [8]の結果と比較を行うために円板お
よび正方形板の面外曲げ問題を扱った．w = wb +α∇2wbの厚板 (FSDT)も同様に正方形板に
関するテストを行った．数値シミュレーションを通じてヤング率E = 200GPa，ポアソン比
ν = 0.3という値を使用している．

4.1 薄い円板
この節では半径 r = 0.4m，厚さ t = 0.01mの薄い円板の面外変形問題を扱う．円板の要素

分割の例を図 4.1に示す．また，円板の曲げ試験を行った際の変形概要を図 4.2および図 4.3
に示す．

図 4.1: 円板のメッシュ分割例

18



(a) y軸方向 (b)俯瞰

図 4.2: 円板を粗くメッシュ分割した際の変形図

(a) y軸方向 (b)俯瞰

図 4.3: 円板を細かくメッシュ分割した際の変形図

4.1.1 面外方向に等分布荷重を受ける固定された円板
この小節では円周が固定され等分布荷重を受ける円板の面外変形を考える．この円板は円

周上で次式で表される境界条件 [35]を満たす．

w =
∂w

∂x
=

∂w

∂y
= 0 (4.1a)

cos2α
∂2w

∂x2
+ 2 sinα cosα

∂2w

∂x∂y
+ sin2α

∂2w

∂y2
= 0 (4.1b)

sinα cosα
∂2w

∂x2
+ (sin2α− cos2α)

∂2w

∂x∂y
− sinα cosα

∂2w

∂y2
= 0 (4.1c)

αは円の接線と x軸のなす角であり，等分布荷重 qは q = 0.06MPaに設定した．円板の中心
におけるたわみの解析解 wcは次のように計算できる [36]．

wc =
qr4

64D
= 1.3104mm (4.2)

変形の様子を図 4.1に示す．また，曲げ試験の結果を表 1に示す．導出を行った P4，P9要素
はどちらも優秀な結果を与えている．要素形状が歪んでおり，基底関数にH

(3)
i (ξ)を用いた場

19



表 4.1: Comparison of Central displacement of a clamped circular plate subjected to a uniform loading

P9 P6 [8] P4 P3 [8]

Num. Elem. disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%]

4× 3× 4× 4 1.3131 0.20 1.3222 0.91 1.3486 2.92 1.2550 -4.23
4× 3× 8× 8 1.3120 0.12 1.3135 0.23 1.3216 0.85 1.2626 -3.65
4× 3× 10× 10 1.3121 0.13 1.3123 0.15 1.3180 0.58 1.2630 -3.62
4× 3× 12× 12 1.3116 0.09 1.3117 0.10 1.3159 0.42 1.2630 -3.61
4× 3× 14× 14 1.3113 0.07 1.3113 0.07 1.3146 0.32 1.2629 -3.62

表 4.2: Comparison of Central displacement of a simply supported circular plate subjected to a uniform
loading

P9 P6 [8] P4 P3 [8]

Num. Elem. disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%]

4× 3× 4× 4 1.1352 2.00 1.1255 1.12 1.1332 1.82 1.0943 -1.68
4× 3× 8× 8 1.1220 0.81 1.1176 0.41 1.1214 0.75 1.0774 -3.20
4× 3× 10× 10 1.1199 0.62 1.1164 0.30 1.1194 0.58 1.0745 -3.46
4× 3× 12× 12 1.1185 0.50 1.1157 0.24 1.1182 0.47 1.0725 -3.64
4× 3× 14× 14 1.1177 0.42 1.1152 0.20 1.1174 0.39 1.0712 -3.76

合，適合要素である P4要素は非適合要素 P3より明らかに良い近似結果を示している．

4.1.2 面外方向に等分布荷重を受ける単純支持された円板
ここでは円周が単純支持され等分布荷重を受ける円板の面外変形を考える．この円板は円

周上で式 (4.3)で表される境界条件 [35]を満たす．

w = cosα
∂w

∂x
+ sinα

∂w

∂y
= 0 (4.3a)

cos2α
∂2w

∂x2
+ 2 sinα cosα

∂2w

∂x∂y
+ sin2α

∂2w

∂y2
− 1

r
sinα

∂w

∂x
+

1

r
cosα

∂w

∂y
= 0 (4.3b)

等分布荷重 qは q = 0.0125MPaである．この境界条件の場合，円板の中心におけるたわみ
の解析解 wcは次のように計算できる [36]．

wc =
qr4(5 + ν)

64D(1 + ν)
= 1.1130mm (4.4)

結果を表 4.2に示す．この条件下でも P4要素，P9要素は正確な近似解を提供していることを
確認することができる．また 4.1.1と同様にH

(3)
i (ξ)を基底関数として用いた場合は適合要素

が非適合要素よりも明確に良好な結果を示している．
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表 4.3: Comparison of Central displacement of a simply supported circular plate subjected to a central point
loading

P9 P6 [8] P4 P3 [8]

Num. Elem. disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%]

4× 3× 4× 4 1.2545 1.55 1.2466 0.91 1.2525 1.39 1.1947 -3.28
4× 3× 8× 8 1.2432 0.64 1.2395 0.34 1.2425 0.58 1.1806 -4.43
4× 3× 10× 10 1.2414 0.49 1.2384 0.25 1.2408 0.45 1.1780 -4.64
4× 3× 12× 12 1.2403 0.40 1.2378 0.20 1.2398 0.36 1.1763 -4.78
4× 3× 14× 14 1.2395 0.34 1.2373 0.16 1.2391 0.31 1.1751 -4.87

表 4.4: Comparison of Central displacement of a clamped square plate subjected to a uniform loading

P9 P6 [8] P4 P3 [8]

Num. Elem. disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%]

4× 4 1.7686 0.42 1.7570 -0.24 1.7680 0.39 1.6932 -3.86
8× 8 1.7686 0.42 1.7670 0.27 1.7685 0.41 1.7144 -2.65
12× 12 1.7686 0.42 1.7675 0.36 1.7686 0.42 1.7224 -2.20
16× 16 1.7686 0.42 1.7680 0.39 1.7686 0.42 1.7254 -2.03
20× 20 1.7686 0.42 1.7682 0.40 1.7686 0.42 1.7268 -1.95

4.1.3 面外方向に集中荷重を受ける単純支持された円板
この小節では円周が単純支持され中心に点荷重を受ける円板の曲げ試験を行っている．こ

の円板は 4.1.2と同様に，円周上において式 (4.3)で表される境界条件を満たす．集中荷重 p

は p = 2.8 kNにした．円板の中心におけるたわみは式 (4.5)により計算される [36]．

wc =
pr2(3 + ν)

16πD(1 + ν)
= 1.2353mm (4.5)

曲げ試験の結果を表 4.3に示す．P4，P9要素は点荷重に対しても正確に計算できることが見
て取れる．

4.2 薄い正方形板
この節では辺長L = 0.4m，厚さ t = 0.01mである正方形の板を扱う．メッシュ分割の例を

図 4.4に示す．また，正方形板の曲げ試験を行った際の変形の例を図 4.5および図 4.6に示す．
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図 4.4: 正方形板のメッシュ分割例

4.2.1 面外方向に等分布荷重を受ける固定された正方形板
この小節では全ての辺が固定され，等分布荷重を受ける正方形板の面外変形を考える．境

界条件は次式のように表される．

w =
∂w

∂x
=

∂w

∂y
=

∂2w

∂y2
=

∂2w

∂x∂y
=

∂3w

∂x∂y2
= 0|x=0,L (4.6a)

w =
∂w

∂x
=

∂w

∂y
=

∂2w

∂x2
=

∂2w

∂x∂y
=

∂3w

∂x2∂y
= 0|y=0,L (4.6b)

等分布荷重 qは q = 1MPaに設定した．正方形板の中心におけるたわみの解析解 wcは次式
で表される．

wc = 0.00126
qL4

D
= 1.7612mm (4.7)

曲げ試験の結果は表 4.4に示されている．本研究で導出した P4，P9要素は解析解とよく一致
し，収束も早いことが分かる．H

(3)
i (ξ)を変位の補間に採用している P3要素と P4要素を比

較すると，適合要素である P4要素の方が精度，収束の面において優れていることが確認でき
る．一方，H(5)

i (ξ)を用いて変位を近似する P6，P9要素では収束性については P9要素の方が
優れているが，精度については本研究で考慮した分割数の範囲では P6要素の方が良い結果を
示している．
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(a) y軸方向 (b)俯瞰

図 4.5: 正方形板を粗くメッシュ分割した際の変形図

(a) y軸方向 (b)俯瞰

図 4.6: 正方形板を細かくメッシュ分割した際の変形図

4.2.2 面外方向に等分布荷重を受ける単純支持された正方形板
ここでは全ての辺が単純支持され，等分布荷重を受ける正方形板の面外曲げ問題を扱って

いる．境界条件は式 (4.8)のように表される．

w =
∂w

∂y
=

∂2w

∂y2
=

∂3w

∂x∂y2
= 0|x=0,L (4.8a)

w =
∂w

∂x
=

∂2w

∂x2
=

∂3w

∂x2∂y
= 0|y=0,L (4.8b)

等分布荷重 qは q = 0.2MPaである．板のたわみの中心の解析解wcは次式で求められる [36]．

wc = 0.00406
qL4

D
= 1.1350mm (4.9)

曲げ試験の結果を表 4.5に示す．P4要素，P9要素はこの境界条件下でも優れた近似解を提供
している．H

(3)
i (ξ)を変位の補間に採用している P3要素と P4要素，H

(5)
i (ξ)を用いて変位を

近似する P6要素と P9要素をそれぞれ比較すると， 4.1.2と同様な結果を示している．
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表 4.5: Comparison of Central displacement of a simply supported square plate subjected to a uniform load-
ing

P9 P6 [8] P4 P3 [8]

Num. Elem. disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%]

4× 4 1.1352 0.02 1.1334 -0.14 1.1356 0.13 1.0637 -6.28
8× 8 1.1356 0.05 1.1350 0.00 1.1357 0.06 1.0776 -5.06
12× 12 1.1356 0.06 1.1353 0.03 1.1356 0.06 1.0802 -4.83
16× 16 1.1356 0.06 1.1355 0.04 1.1356 0.06 1.0811 -4.75
20× 20 1.1356 0.06 1.1355 0.05 1.1356 0.06 1.0815 -4.71

表 4.6: Comparison of Central displacement of a simply supported square plate subjected to a central point
loading

P9 P6 [8] P4 P3 [8]

Num. Elem. disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%] disp. [mm] error [%]

4× 4 1.0121 -0.13 1.0075 -0.57 1.0021 -1.11 0.9424 -7.01
8× 8 1.0131 -0.02 1.0118 -0.16 1.0106 -0.27 0.9618 -5.09
12× 12 1.0133 -0.01 1.0127 -0.07 1.0122 -0.12 0.9658 -4.70
16× 16 1.0134 -0.00 1.0130 -0.04 1.0127 -0.06 0.9673 -4.55
20× 20 1.0134 0.00 1.0131 -0.02 1.0130 -0.04 0.9680 -4.48

4.2.3 面外方向に集中荷重を受ける単純支持された正方形板
この小節では全ての辺が単純支持され中心に点荷重を受ける正方形板の曲げ試験を行って

いる．この正方形板は 4.2.2と同様に，式 (4.8)で表される境界条件を満たす．集中荷重 pは
p = 10 kNにした．正方形板の中心におけるたわみは式 (4.10)により計算される [36]．

wc = 0.01160
pL2

D
= 1.0134mm (4.10)

結果は表 4.6に示されている．表 4.6から点荷重に対しても P4，P9要素は正確に近似を行え
ていることが確認できる．P3要素と P4要素を比較すると，P3要素は解析解に対して約 5%の
相対誤差を含んでいるが，P4要素の誤差はその 1/100以下である．P6要素と P9要素はどち
らも良い精度を示しているが，P9要素は P6要素に比べて収束が若干早い．

4.2.4 辺長比が大きな板要素で構成された正方形板
要素形状のいびつさが強い場合について各要素の性能を検証した．境界条件および荷重条

件は 4.2.1と同様であり，板の中心におけるたわみの解析解wcは式 (4.7)で計算される．x方
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図 4.7: 辺長比-相対誤差関係図

向の要素分割数を 4で固定し，y方向の要素分割数を増やすことで要素の辺長比を変化させ
た．図 4.7に要素の辺長比と各要素で計算される板の中心のたわみの解析解との相対誤差の
関係を示す．このグラフから適合要素と非適合要素の間に明確な差があることが読み取れる．
まず，P3要素の解析解との相対誤差の大きさは辺長比が大きくなるほど増加し，最終的に辺
長比が 10に達したとき，42%もの誤差を生んでいる．P6要素も P3要素程ではないが，辺長
比が大きくなるにつれ誤差が増大している．それと比較して，適合要素である P4要素と P9
要素は辺長比が大きくなっても誤差が非常に小さい．これらの結果から P4,P9要素は橋梁の
床版などの非常に長大な構造物のモデル化に活用することができると思われる．

4.3 厚い正方形板
この節ではせん断変形を考慮する必要のある比較的厚い板について扱う．4.1および 4.2で

は CPTに基づいたモデルを使用していたたため w = wbであったが，ここでは FSDTに基づ
いたモデルを扱うため w = wb + α∇2wbとなる．板のメッシュ分割や辺の長さは 4.2と同じ
である．

4.3.1 面外方向に等分布荷重を受ける固定された正方形板
ここではせん断変形を考慮した場合に，4.2.1と同様に全ての辺を固定した板に等分布荷重を

加えた場合の挙動を調べている．せん断変形を考慮のため，z方向の変位wはw = wb+α∇2wb
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となるから境界条件を次式のように与える．

w=
∂wb

∂x
=
∂wb

∂y
=
∂2wb

∂y2
=

∂2wb

∂x∂y
=

∂3wb

∂x∂y2
=0|x=0,L (4.11a)

w=
∂wb

∂x
=
∂wb

∂y
=
∂2wb

∂x2
=

∂2wb

∂x∂y
=

∂3wb

∂x2∂y
=0|y=0,L (4.11b)

異なる板厚に対して P6要素 [8]，P9要素を使用して計算された正方形板中心のたわみと厳密
解 [37]を比較した結果を表 4.7(a)に示す．表 4.7において数値解と厳密解の比較は無次元た
わみ w̄によって行う．w̄は次のように計算される．

w̄ = w/
qL4

100D
(4.12)

表 4.7(a)を見ると，P6要素と P9要素はどちらもどんな板厚に対しても優れた精度を示して
いる．特にせん断変形を考慮しているのにも関わらず，板厚がとても小さい場合でも精度を
保てていることからせん断ロッキングが発生していないことが確認できる．

4.3.2 面外方向に等分布荷重を受ける単純支持された正方形板
この小節ではせん断変形を考慮した場合，4.2.2と同様に四辺が単純支持された正方形板に

等分布荷重を加えた場合の挙動を調べている．境界条件は次式のように与える．

w =
∂wb

∂y
=

∂2wb

∂y2
=

∂3wb

∂x∂y2
= 0|x=0,L (4.13a)

w =
∂wb

∂x
=

∂2wb

∂x2
=

∂3wb

∂x2∂y
= 0|y=0,L (4.13b)

結果を表 4.7(b)に示す．このケースでもせん断ロッキングは発生していない．また，P6要素，
P9要素の提供する近似解は厳密解とよく一致している．

表 4.7: Comparison of Central displacement of thick square plate subjected to a uniform loading

(a)固定 (b)単純支持
L/t P9 P6 exact [37] P9 P6 exact [37]

10 0.1496 0.1491 0.1499 0.4261 0.4257 0.4273
102 0.1268 0.1267 0.1267 0.4064 0.4064 0.4064
103 0.1265 0.1265 0.1265 0.4062 0.4062 0.4062
104 0.1265 0.1265 0.1265 0.4062 0.4062 0.4062
105 0.1265 0.1265 0.1265 0.4062 0.4062 0.4062
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第5章 結論

本研究では補間にHermite多項式を明示的に用いた２つの四辺形適合板要素，P4要素，P9
要素を開発した．開発した P4要素，P9要素の性能を検証するためにMATLAB上で数値シ
ミュレーションを行った．本研究では Hermite型四辺形適合要素により，CPTおよび FSDT
に基づく板の力学的挙動の分析を行おうとしたため，計算コスト削減の観点から板のたわみ
の支配方程式は GTVPTに基づいて導出された．数値シミュレーションの結果から P4要素，
P9要素はせん断変形を無視したCPTモデルの解析において優れた性能を示すことが確認され
た．また，要素形状の歪みや極端な辺長比にたいしても頑健性があることが証明された．せ
ん断変形を考慮する FSDTモデルについて，P4要素，P9要素は板厚の大小に関わらず正確
な近似結果を提供していることからロッキングを起こさない要素であることが判明している．
これらの結果は，本研究で開発した P4要素と P9要素がせん断変形を考慮するかどうかや要
素形状にかかわらず，ロバストな近似を提供することを確認するものである．
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Xuan, and Thuc P Vo. A refined quasi-3d isogeometric analysis for functionally graded mi-
croplates based on the modified couple stress theory. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, Vol. 313, pp. 904–940, 2017.

[26] M Touratier. An efficient standard plate theory. International journal of engineering science,
Vol. 29, No. 8, pp. 901–916, 1991.

[27] NR Senthilnathan, SP Lim, KH Lee, and ST Chow. Buckling of shear-deformable plates.
AIAA journal, Vol. 25, No. 9, pp. 1268–1271, 1987.

[28] Rameshchandra P Shimpi. Refined plate theory and its variants. AIAA journal, Vol. 40, No. 1,
pp. 137–146, 2002.

[29] Huu-Tai Thai and Dong-Ho Choi. Analytical solutions of refined plate theory for bending,
buckling and vibration analyses of thick plates. Applied Mathematical Modelling, Vol. 37,
No. 18-19, pp. 8310–8323, 2013.

[30] Huu-Tai Thai, Minwo Park, and Dong-Ho Choi. A simple refined theory for bending, buckling,
and vibration of thick plates resting on elastic foundation. International Journal of Mechanical
Sciences, Vol. 73, pp. 40–52, 2013.

[31] M Endo and N Kimura. An alternative formulation of the boundary value problem for the
timoshenko beam and mindlin plate. Journal of Sound and Vibration, Vol. 301, No. 1-2, pp.
355–373, 2007.
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付録A 仮想仕事
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付録B 弱形式化
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式 (3.5)より
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付録C P9要素の変換マトリクス
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