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Numerical solution of the Finite Element Method based on residuals 
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背景

FEMとは微分方程式の数値解法

引用：https://www.jip-ts.co.jp/product_service/fem/

離散化

有限要素法

連立方程式化

連続関数 離散点の解
（数値解）

基底
（補間関数）

内積

𝜕𝑢𝜕𝑡 ൅ 𝑐 𝜕𝑢𝜕𝑥 ൌ 0

Finite Element Method



最小ポテンシャルエネルギー

重み付き残差法

引用：
https://www.plm.automation.siemens.com/global/ja/webinar/cae-vehicle-structural-analysis-process/69036
Altair for Aerospace: simulation modeling, design optimization, implicit, explicit, electromagnetic, multi-body dynamics
http://furui-kozo.com/analysis.html
https://www.rccm.co.jp/product/fluid/ansys-fluent/
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引用：https://zh.wikipedia.org/wiki/Climateprediction.net#/media/File:CPDN-Client.png

大規模計算

計算負荷が高い

単一のパソコン 分散コンピューティング

解析対象モデル

背景

効率性が高い効率性が低い

例：地球全体の降水シミュレーション
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重み付き残差法

WRM
Weighted Residual Method

陽解法 陰解法
安定性が低い

背景

並列計算への適用性が高い

安定性が高い

並列計算への適用性が低い

安定性改善できると 有限要素法で解ける問題増える

時間部分項処理

モンテカルロ法による修正 遺伝的アルゴリズムを適用
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𝜕𝑢𝜕𝑡 ൅ 𝑐 𝜕𝑢𝜕𝑥 ൌ 0
安定性に関する考察

周期境界条件境界条件
一次ラグランジュ型基底関数 1.00𝑐：移流速度 0 ൑ 𝑥 ൑ 1𝐿：計算領域 0.0001𝛥𝑥：空間刻み幅 0.0001𝛥𝑡：時間刻み幅

オイラー前進法 ルンゲ＝クッタ法

5時刻ステップ出力 1000時刻ステップ出力

ルンゲ＝クッタ法

𝑁𝑜𝑟𝑚2 ൌ  ෍ 𝑢௜ െ 𝑎௜ ଶ௄
௜ୀଵ
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𝜕𝑢𝜕𝑡 ൅ 𝑐 𝜕𝑢𝜕𝑥 ൌ 0 ௜ ௜ 𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑡 ൅ 𝑐 𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑥 ൌ 𝑅
近似解 を代入すると結果はスカラ（＝残差 ）

残差 を重み付き残差 にして，連立方程式化

න 𝝓 𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑡 ൅ 𝑐 𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑥 d𝑥௅
଴ ൌ න 𝝓𝑅d𝑥௅

଴ ൌ 0 重み付き残差の平均ゼロの仮定

安定性に関する考察

න 𝜓௜𝜓௝𝑑𝑥௅
଴ 𝜕𝒂𝜕𝑡 ൅ 𝑐න 𝜓௜ 𝜕𝜓௝𝜕𝑥 𝑑𝑥௅

଴ 𝒂 ൌ 0
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重み付き残差法

WRM
Weighted Residual Method

『重み付き残差平均をゼロとする数値解の算出』

『残差を最小化する数値解の算出』
≠

理論上，最も良い数値解？ 残差を改善する余地はある？

安定性に関する考察
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残差に関する考察

𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑡 ൅ 𝑐 𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑥 ൌ 𝑅
𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑡 ൌ  𝑎 𝑡 ൅ 𝛥𝑡, 𝑥 െ 𝑎 𝑡, 𝑥𝛥𝑡 𝜓௜ሺ𝑥ሻ 前進差分法

𝑐 𝜕 𝑎௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑥 ൌ 𝑐 𝑎 𝑡, 𝑥 െ 𝑎ሺ𝑡, 𝑥 െ 𝛥𝑥ሻ𝛥𝑥   𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑥 後退差分法

𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙 ൌ ∑|𝑅௫|

𝑎 𝑡 ൅ 𝛥𝑡, 𝑥 െ 𝑎 𝑡, 𝑥𝛥𝑡 𝜓௜ 𝑥 ൅ 𝑐 𝑎 𝑡, 𝑥 െ 𝑎ሺ𝑡, 𝑥 െ 𝛥𝑥ሻ𝛥𝑥   𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑥 ൌ 𝑅 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
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Residual of Theoretical solution
Residual of RK4 Method

理論解：各時刻においても残差値がゼロ
ルンゲ＝クッタ法：常に残差が存在改善余地がある
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遺伝的アルゴリズム（GA）
遺伝的アルゴリズムは，生物進化の 原理に着想を得た確率的探索アルゴリズム

𝑂 ൌ 1𝑅′ ଶ ൌ 1𝑅′ଵଶ ൅ 𝑅ଶᇱଶ ൅ 𝑅′ଷଶ ൅ ⋯൅ 𝑅௄ᇱଶ 

ᇱ修正
修正後の値 数値解 修正ベクトル

残差𝑅を目的関数に代入すると適応度が得られる

目的関数

𝜕 𝑎′௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑡 ൅ 𝑐 𝜕 𝑎′௜𝜓௜ሺ𝑥ሻ𝜕𝑥 ൌ 𝑅′𝒂ᇱを残差式に代入すると残差𝑅′得られる
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𝒂
𝛄𝟏𝛄𝟐𝛄𝟑
𝛄𝒏…

𝑵個

…

𝒂ᇱ𝟏𝒂ᇱ𝟐𝒂ᇱ𝟑
𝒂ᇱ𝒏

𝑶𝟏  ൌ 0.62𝑶𝟐  ൌ0.41𝑶𝟑  ൌ0.53
𝑶𝒏  ൌ0.36…

𝑃௜ ൌ 𝑂௜∑ 𝑂௜ேଵ
正規化による個体の選択率が決まる

適応度ሺ𝒇𝒊𝒕𝒏𝒆𝒔𝒔ሻが高ければ選択される確率が高い

個体遺伝子
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…

m個

遺伝的アルゴリズム（GA）

個体をm個 遺伝子グループに分割
選択をそれぞれグループごとに行う

残差が全領域に発生するではない

閾値を超える 生成
閾値を超えない ゼロ

他の遺伝子の影響を抑える
ゼロ部分の計算を省略
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数値解修正プロセス
1st STEP修正時刻

一次ラグランジュ型基底関数 1.00𝑐：移流速度 0 ൑ 𝑥 ൑ 1𝐿：計算領域 0.0050𝛥𝑥：空間刻み幅 0.0050𝛥𝑡：時間刻み幅

数値解計算条件

100分割40分割
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10ଵ世代目10ଶ世代目10ଷ世代目10ସ世代目10ହ世代目10଺世代目

1. Residualを目的関数を減らした2.100分割について，40分割より理論
解に近づいた3.40分割について，理論解から離れて
いる数値になった4.まだ効率的には改善余地がある。

考察



結果と考察
40分割 100分割

100分割修正効率が40
分割より高い

残差と2−ノルム誤差
と比例関係を持つ

残差に基づく修正
が可能
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まとめ
確認した結果と得られる知見
1）重み付き残差法数値解に残差が残る
2）ルンゲ＝クッタ法は前進オイラー 法より高い精度を持つ
3）遺伝的アルゴリズムにより，残差に基づく重み付き残差法数値解の修正が可能
4）修正済み数値解の 2 −ノルム誤差と残差には⽐例関係がある．

残る課題
１）分割数の変更
40と100以外の分割パターンに関する研究を行う．
２）最適化アルゴリズムの変更
差分進化（Differential evolution）の検討を行う．
３）目的関数のデザイン
より適切な目的関数を開発する必要がある
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ご清聴ありがとうございました
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