
 

 

1. はじめに 
 
リンク系の動力学方程式は，一般的にはニュート
ン・オイラー法やラグランジュ法などにより導出さ
れる．この際，開ループ系のみの場合には厳密な方
程式が簡単に導出されるが，系内に閉ループ系が形
成された途端にその導出は困難となり，様々な工夫
が必要となる．これは，リンク系の動力学方程式が
相対的な回転座標系に基づいており，そのため系が
閉じた瞬間にリンク間の情報のやり取りができなく
なるからである．一方，歩行ロボットなどの動作が
速くなるにつれ，開・閉ループ系が交互に発生する
システムで逆動力学をフィードフォワード的に考慮
した制御が必要となることが予想される．しかしこ
の場合には，制御の安定性を維持するために，動力
学方程式（またはアルゴリズム）の切換えを極力無
くすことが重要となる．   
筆者の一人は，リンク機構の形態に依らない統一
的な逆動力学計算法を開発することを目的とし，有
限要素法（FEM）を用いた並列的な解法を提案した
[1]．ニュートン･オイラー法が再帰的な処理によって
動力学方程式を求める直列的なアプローチを取るの
に対し，本解法は，要素座標系における個々の要素
の離散情報を全体座標系の情報に変換してから重ね
合わせる，いわゆる並列的なアプローチを取る．そ
のため，各節点に作用する力（節点力）が並列的に
求められ，このうち必要な情報を抽出し関節トルク
に変換することにより，機構形態に依らずに逆動力
学が計算される．文献[1]では本解法の２次元理論を

展開し，面内運動の例について述べた．本報告では，
これを３次元に拡張したものについて解説する．ま
た，通常は逆動力学が厳密な動力学方程式に基づい
て算出されるのに対し，本解法では増分的な節点力
情報に基づいて逐次的にトルク値が求められるため，
これを制御系へ組込む際の動作を確認する必要があ
る．そこで，本解法を実際にフィードフォワード制
御系に組込み，簡単な閉リンク機構に対する制御実
験でその有効性を確認した． 
 
2. ３次元並列的逆動力学計算法 
 
図 1に 3次元 nリンク機構内の i番目のリンクに作
用する力（全体座標系）を示す．i番目のリンクには，
その重心に作用する並進力に起因する回転モーメン
ト，先の関節に作用する i+1～nリンクの並進力の合
力に起因する回転モーメント，および重心回りに作
用する慣性モーメントが生じる．したがって，例え
ば i番目のリンクの x軸回りの関節トルクτixは，こ
れらの和に i+1 番目のリンクの x 軸回りの関節トル
クτ(i+1)xを加算したものとなり，要素座標系の節点力
を用いると 

úix = liCFiy + li(
nX

j=i+1

Fj)y + Fiûx +ú(i+1)x (1)

 

と与えられる．ここで，liC は関節から重心位置まで
の距離，li はリンクの長さ，(SFj)は合力を示す．以
後，変数右下の添字 i, jなどは対象とするリンクの番
号，h, kは節点番号を示し，Cは重心位置での成分，
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x, y, zは要素座標系の各軸方向成分，X, Y, Zは全体
座標系の各軸方向成分，φx,…,などは x 軸回りの角
度成分などであることを示す．また，変数右上の添
字 nは対象とする機構の総リンク数を示す． 
式(1)と同様に y, z軸回りの式を記述し，i=1, …, n
について並べマトリックス形式で整理すると，2次元
の場合[1]と同様に関節トルクベクトルは 

fúng = [Ln][Tn]fPng (2) 
と表現できる．3次元 nリンク機構の場合，{Pn}は次
のように定義される9n×1の節点力に関するベクトル
（全体座標系）である． 

fPng =

8>>>>>><>>>>>>:
P1

P2

Å
Å
Pn

9>>>>>>=>>>>>>; (3)

 

ただし， 

fPig =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

FiX

FiY

FiZPn
j=i+1 FjXPn
j=i+1 FjYPn
j=i+1 FjZ

FiûX

FiûY

FiûZ

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;
(4)

 
である．また，[Tn]は，全体座標系から要素座標系へ
の座標変換マトリックスがリンク数分だけ並んだ
9n×9nのマトリックスである．さらに，[Ln]は以下の
ように表される n×9nの部材長マトリックスである． 

[Ln] = [TnÉ ][É
n] (5) 

ここで，[TΛ
n]は各要素座標系間の変換マトリックス，

[Λn]は 

h
Én

i
=

2666666666664

É1

É2 0

É3

Å
Å

0 Å
Én

3777777777775
(6)

 
と表現されるマトリックスである．ここで， h

Éi

i
=

264 0 liC 0 0 li 0 1 0 0

liC 0 0 li 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

375
(7) 

である．要素座標系に変換された節点力に関するベ
クトル[Tn]{Pn}が上記の部材長マトリックスと掛け
られることにより，対象とするリンクより先の節点
力情報が加算される．2次元の場合と同様に，部材長
マトリックスを次式のように複数の領域に分けるこ
とにより，受動関節の位置，および各能動関節が受
け持つトルク配分を操作可能となる． 

[Ln] =

"
La 0

0 Lb

#
(8)

 
上式は，閉リンク系をa本とb本のリンクに分け(a+b 
= n)，その連結部に受動関節がある場合の部材長マ
トリックスである．開・閉リンク系を扱う場合の相
違点はこの点のみであり，しかもこの切換えは，拘
束条件を変更するだけで自動的に対処される． 
次に，リンク iに生じる節点力増分に関するベクト

ル{Δpk}を以下のように定義する． 

fÅpkg =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

ÅfkX

ÅfkY

ÅfkZP2n+1
h=k+1ÅfhXP2n+1
h=k+1ÅfhYP2n+1
h=k+1ÅfhZ

ÅfkûX

ÅfkûY

ÅfkûZ

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;
(9)

 

このベクトルを用いると，時刻 t+Δtにおける i番目
のリンクの節点力に関するベクトルは，以下のよう
に逐次的に求められる． 

fPigt+Å t = fPigt + fÅpkg; (k = 2i) (10) 
節点力増分に関するベクトル{Δpk}の各成分はそれ

図 1 3次元ｎリンク機構に作用する節点力 
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ぞれ，節点 kの全体座標系 3軸方向並進力増分，k+1
～2n+1番目の節点までの全体座標系 3軸方向並進力
増分の和，節点 k の全体座標系 3 軸回りのモーメン
ト増分となっている．式(10)によって逐次的に求めら
れたベクトル{Pn}を式(2)に代入することにより，n
個の関節トルクの逐次的な値が並列的に計算される． 
  
3. 数値例 
 

3次元運動が連成する例として，図 2(a)に示すよう
な 4 リンク 6 自由度の腕型マニピュレータに対し，
5.0 [kg]の物体を図 2(b)のように運搬するタスクを与
えた．このときの通常の動力学方程式によるトルク
曲線[2]を図 2(c)に，本解法によって算出したトルク
曲線を図 2(d)に示す．目標軌道を厳密な直線軌道に
できず，入力データの段階で両者の間に多少の誤差
があったにも関わらず，良好な一致が得られた．Dell
の Dimension XPS T600 (CPU: Intel Pentium III 600 
[MHz], RAM: 383 [MB])上で実行した場合の計算時
間は，解析対象時間 3.0 [s]に対して 0.22 [s]であった．
以上の結果から，3次元運動が連成する場合について
も本解法は有効であることが確認された． 

 

4. フィードフォワード制御実験 
 
従来の逆動力学計算では，動力学方程式に変位，
速度，加速度を入力してその時刻のトルクを直接的
に求める．一方，FEMを用いた逆動力学計算では，
まず時々刻々の節点力増分を算出し，それを足し合
わせて逐次的に節点力を求め，トルク値に換算する．
また，前者では各リンクにおける相対回転座標系を
用いるのに対し，後者では絶対直交座標系を用いる．
このように，解の算出方法や扱う座標系などが従来
の方法とは異なるため，本解法を使用する場合には，
実際に制御を行う際に重要となるフィードバックの
導入や，解の算出時間などについて検討を行う必要
がある．そこで本研究では，PID フィードバック制
御とFEM逆動力学計算によるフィードフォワード制
御とを組み合わせた制御系を構築し，簡単な閉リン
ク機構に対する軌道追従制御の確認実験を行った． 
構築した制御系では，PC上で直交座標系に基づく
目標軌道が入力された後，本解法により逆動力学計
算が行われ，逐次的に全関節のトルク値τI.D..が算出
される．その際には，サンプリング周期ごとにその
時間分の計算が増分的に行われ，計算終了後に各関
節のトルク値が出力される．本実験の場合にはサン

(b) 物体の目標軌道 

(c) トルク曲線 [2] 
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プリング周期を 10 [ms]としたが，この時間分のトル
ク値は約 0.5 [ms]で算出されることを確認した．次に，
モータに発生する摩擦力の影響やフィードバック値
などを加え，最終的な制御トルクτとする． 
フィードバック値は，前ステップの直交座標系に
おける目標角度を要素座標系に座標変換した値と，
計測された角度情報により次式のように求めた． 

úfeedback = Ku(qd Ä q) +Ki ÅÜ(qd Ä q) +Kv( _qd Ä _q)
(11) 

ここで，qd, _qdはモータの目標角度および目標角速度，
q , _qはエンコーダより取得した実際の角度および角
速度，Ku ，Ki ，Kv はそれぞれ角度，角度の積分値，
角速度に対するゲインである． 
制御対象は，図 3 に示すような簡単な平面 3 リン
ク機構である．モータには maxon社製コアレスモー
タ（品番：148877）を使用し，逆動力学の影響を大
きくするためギア比を 1:1とした．リンク 3の先端部
を固定台にピン支持し，水平面内を閉リンク機構と
して駆動した．リンク部材はジュラルミン製で，そ
の長さは 0.142 [m]，断面幅は 4.0 [cm]，厚みは 0.6 [cm]，
1本当りの質量は 0.104 [kg]である．また，モータ単
体の質量は 0.534 [kg]である． 
図3に閉リンク機構の目標軌道（動作時間：2.0 [s]），
図 4 に本解法により算出された時々刻々のトルク値
τI.D..，図 5に例としてリンク 1の制御結果を示す．
単純な軌道とはいえ，PID 制御のみの場合に比べ，
逆動力学の考慮が軌道追従性に対し有効に作用して
いることが分かる． 
以上の実験結果から，増分的に逐次解を得る本解
法の特徴は，実際に逆動力学による軌道追従制御に
適用した場合にも，不利に働かないことが確認され
た．また，通常は逆動力学の計算が困難な閉リンク
機構の場合にも，適切な逆動力学が計算され，その
導入によるフィードフォワード制御が可能となるこ
とが実証された． 

 
5. 結論 
 
本研究で開発中の逆動力学計算法は，並列的解法
であるという優位性を持つものの，直交座標系に基
づき増分的に逐次解を得るという，従来の解法とは
全く異なる計算過程を経る．そこで本報告では，FEM
による解法を 3 次元に拡張し，実際に制御系に組込
むことによりその実用性を確認した．また，簡単な
閉リンク機構の制御に適用することにより，その機
構形態に依存しない柔軟性を確認した．今後は，受
動関節が複数となる閉リンク系や，開・閉リンク混
在系などに対して検討を行う予定である． 
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