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1. はじめに 

本研究で扱う劣駆動リンク系とは，システムの自

由度に対してアクチュエータの数が少ないシステム

である．たとえば，2 リンクの回転リンク系にモータ

が 1 つであるようなリンク系を扱う．劣駆動リンク

系の利点として，系の軽量化・省電力化・アクチュ

エータが少なくて済むことによるシステムの簡素

化・耐故障性の向上およびコストダウンなどが挙げ

られる．しかしながらこのシステムは，アクチュエ

ータにより直接制御できない関節が存在するために

制御は困難となる[1][2]． 
一方，有限要素法（FEM）に基づいて開発された

並列的逆動力学計算法[3]（以下，並列的解法と記す）

を用いると，劣駆動リンク系の逆動力学計算を行い

妥当なトルクを算出できることが確認された[4]．さ

らに本解法では，柔軟リンク系に対してもその部材

剛性に起因する曲げ振動やたわみを考慮した逆動力

学計算が可能である[5]．そこで本研究では，リンク

の部材剛性を考慮した劣駆動リンク系について逆動

力学計算を行った．さらに，算出されたトルク曲線

とリンク系の固有振動との関係について検証した． 

2. 軌道計算アルゴリズム 

並列的解法は，動的な効果を含めた節点力を求

めれば全関節のトルクが算出されるため，その計

算過程は部材剛性に依らず同一のものとなる．し

たがって，部材剛性や減衰を考慮した正確な軌道

を作成し，それを並列的解法の入力とすれば良い．

以下に FEM を用いた軌道計算アルゴリズムについ

て記す．系の移動によって生じる体積力を考慮す

ると，仮想仕事の原理より，時刻 t+⊿t における増

分型運動方程式は次式のように定式化される． 
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こで，{τn}は求めるべき関節トルクベクトル，
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に示す部材を用いて Fig.1
に1) 

 

トリクス，[K]は全体剛性マトリクス，{F}は外力ベ

クトル，｛R｝は内力ベクトル，{um}は系の移動量

ベクトル，{ud}は系の変形量ベクトルである．(1)式
に時刻毎の{um}を入力することで逐次的に{ud}が算

出され，この 2 つの変位量の和として剛性や減衰を

考慮した軌道が得られる．時間積分法としては，

Newmarkのβ法(δ=1/2,β=1/4)を使用した． 
さらに本研究では，劣駆動関節を表現する
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，(1)式の全体剛性マトリクス[K]の軸方向以外の

成分を 0 にすることとした．他方，劣駆動関節が系

の中に存在すると，初期の入力軌道（剛体リンク系

のもの）と出力軌道（劣駆動リンク系のもの）との

間に大きな差異が生じてしまうため，正確な軌道が

算出できない．その解決法として，入力軌道である

剛体リンク系の軌道をステップ間で逐次更新する，

軌道更新アルゴリズム[4]を使用した． 

並列的解法

並列的解法では，

より陽に算出される節点力を，力学的な関係に基

づいてトルクに換算する．節点力-トルク換算式を

マトリクス形式で表したものが次式である[3]． 
 

    { } [ ][ ]{ }nnnn PTL=τ

こ
n}は節点力に関するベクトル，[Tn]は全体座標系

からリンクの要素座標系に変換する座標変換マトリ

クス，[Ln]は系の形態を表す部材長マトリクスであ

る．このように各変数をマトリクス形式に分離する

ことにより，系の構造が変化した場合にも入力値の

変更のみで柔軟に対応可能となる． 

逆動力学計算例

数値例として，Table 1
示す劣駆動リンク系の逆動力学計算を行った．使

用する部材はアクリルとした．(1) 式に入力する初期

の剛体リンク系の軌道としては，水平面内において

関節 J1 を 2 [s]でπ [rad]回転させ，2 – 30 [s]は 1 リン

ク目を停止させる軌道とした． 
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上記の軌道を軌道更新ア

る軌道を

Fi
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が

い部分と長い部

分

は，並列的解法を用いて弾性たわみを考
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Table 1 Parameter of link member (Acrylic plastic) 

ルゴリズム[4]に入力するこ

とにより得られ

g.2 に示す．1 リンク目の停

止後も，2 リンク目が先端に

残る加速度により移動して

いることがわかる．この軌道

を並列的解法に入力し，得ら

れるトルク曲線を Fig.3(a)，
Fig.3(b)に示す．Fig.3(a)では，

1 リンク目を停止させるま

での 2 秒間を拡大して示し，

さらに１リンク目の弾性た

わみを無視し剛体と仮定し

せて示す．Fig.3(b)では解析

全体にわたってトルク曲線を示す．なお，解析は時

間増分⊿t=0.01 [s]で計算した． 
Fig.3(a),(b)より，関節 J2 のトルクが０を維持して

いることが分かる．これは，算出された軌道(F

た場合のトルク曲線も

J2 にトルクを発生しない，劣駆動関節を正確に表

現できていることを示している．また，J1 のトルク

曲線に現れる振動はこのリンク系の固有振動であり，

部材の弾性たわみを考慮したために発生した弾性振

動に起因するものである．またFig.3(a)に示すように，

この振動は剛体リンク系のトルク曲線に沿って振動

している．これは柔軟リンク系の特徴であり，算出

された解の妥当性を示している． 
次に，トルク曲線に現れる振動の周期について検

証する．Fig.3(b)から，振動周期が短

があることが分かる．これは Fig.2 と照らし合わせ

るとリンクの姿勢と関係していることが分かる．つ

まり，1 リンク目と 2 リンク目が直交する関係にある

ときは周期が長く，直線の関係にあるときに最も短

い周期が算出されている．トルク曲線より，8 [s]周辺

(直交時)の固有周期が約 0.29 [s]，16 [s]周辺(直線時)
の固有周期が約 0.16 [s]となる．同じ部材での同姿勢

の梁の振動周期を計算すると直交時が約 0.29 [s]，直

線時が約 0.13 [s]となることから，トルク曲線に現れ

る振動はリンク系の固有振動が正確に再現された結

果であるといえる． 

5. 結論 

本研究で

慮した劣駆

の結果，リンク系の固有振動も考慮したトルクを算

出可能であることを確認した．従来の動力学方程式

ではこのような計算を行うのは困難であり，これが

実行できるのはFEMに基づいた並列的解法の特徴で

ある．今後は，実機の制御への適用を考えている． 
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Value 
Parameter 

Link 1 Link 2 
Section [m2] 0.4×10-4al area: A 

Density: ρ [kg/m3] 1.19×103

Young’s modulus: E [GPa] 3.2 
Moment of inertia: I [m4] 1.33 0-1133×1

Length: L [m] 0.120 0.180 
H  ead mass: m [kg] 0.100 0.450 

Fig.2 Calculated trajectory for a 
2-link underactuated system 
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Fig.3 (b) Calculated torque (0-30[s])
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