
第４章 非定常熱伝導

伝熱工学の基礎： 伝熱の基本要素、フーリエの法則、ニュートンの冷却則

１次元定常熱伝導： 熱伝導率、熱通過率、熱伝導方程式

２次元定常熱伝導： ラプラスの方程式、数値解析の基礎

非定常熱伝導： 非定常熱伝導方程式、ラプラス変換、フーリエ数とビオ数

対流熱伝達の基礎： 熱伝達率、速度境界層と温度境界層、層流境界層と
乱流境界層、境界層厚さ、混合平均温度

強制対流熱伝達： 管内乱流熱伝達、円柱および球の熱伝達、管群熱伝達

自然対流熱伝達： 垂直平板自然対流熱伝達、密閉層内自然対流、共存対
流熱伝達

輻射伝熱： ステファン-ボルツマンの法則、黒体と灰色体、輻射率、形態係数

凝縮熱伝達： 鉛直平板膜状凝縮、凝縮数、水平円管膜状凝縮、滴状凝縮

沸騰熱伝達： 沸騰曲線、気泡力学、沸騰熱伝達率



非定常熱伝導とは

非定常熱伝導方程式(１次元)

物体の周囲温度が急変した場合
物体内の温度が平衡状態に達するまでに
ある時間が必要。

実用的には、平衡状態に達するまでの非定常な
加熱や冷却の過程を計算することが必要。
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ここで、 をTaylor展開し高次の項を無視すると、
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表面積： 体積： の物体表面から移動する熱流束：
は、集中定数系近似を行うことによって、

物体の大きさが無視できる場合
ー 集中熱容量モデル －
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と表すことができるので、
境界条件： において、 とすると、
解析的に解くことができて、その解は以下となる。
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物体からの熱移動や温度変化を支配する無次元数
ー ビオ数とフーリエ数 －
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を定義すると、これによって、熱流束の時定数が表される。
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これより、集中定数系における温度変化は以下により表される。
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熱移動や温度が時間によって変化する場合、ビオ数とフーリエ
数を知ることによって、その性質を特定することができる。



無限平板の非定常熱伝導
一様な温度Tiの無限平板があり、時刻0のとき、
その表面が、急にT=T1の温度に下がったとする。
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x, tはそれぞれ独立であり、両辺はある定数 に等しくなけ
ればならない。よって、

基礎式の変形

仮定した解Tを、基礎方程式に代入
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一般解
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級数解の決定

定数Cnは初期条件(a)により次式で与えられる。
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半無限物体の非定常熱伝導(解法その1)
ー 関数展開による解法 －

一様な温度Tiの半無限物体があり、時刻0のとき、その表面が
急にT=T0の温度に下がり、その温度が保たれるとする。
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正規直交関数による展開係数の決定
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一般解と係数の決定
原方程式に代入
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解の決定

( )1x01)x(u ≤≤=

区間[0 1]における関数

( )1x0
2

x)1m2(sinc1)x(u
1m
m ≤≤

−
== ∑

∞

=

π
を正弦波で展開すると、

ここで、展開係数cm は、

( )π12
4
−

=
m

cm Program: ORTHG

であるから、よって解析解は

( ) ∑
∞

=

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

=
1m

2

x
2
1m2sint

2
1m2exp

)1m2(
4t,xu ππ

π

Program: HEATX



半無限物体の非定常熱伝導(解法その２)
ー 変数変換による解法 －

一様な温度Tiの半無限物体があり、時刻0のとき、その表面が
急にT=T0の温度に下がり、その温度が保たれるとする。
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変数変換による解法

この変数の物理的意味は、「ｘ軸の目盛りを時々刻々変化させ
たとき、 を基準にして温度分布を計測すると、温度分布は
時間に関わらず相似となり、一つの独立変数の関するとなる」
ということを意味する。いま、
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変数変換による解法

であるから基礎式は、
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変数変換による解法

であるから、
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変数変換による解法

境界条件より
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半無限物体の非定常熱伝導(解法その３)
ー ラプラス変換による解法 －

一様な温度Tiの半無限物体があり、時刻0のとき、その表面が
急にT=T0の温度に下がり、その温度が保たれるとする。
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ラプラス変換による解法
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ラプラス変換による解法

0=A解は無限遠で有解でなければならないから

また、境界条件より、
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ラプラス変換表
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①具体的な時間関数とラプラス変換の対応



熱流束の決定

であるから、解に誤差関数を代入することによって、
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半無限物体内の温度分布
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表面熱流束一定の場合の非定常熱伝導

初期温度分布が一様で、表面の熱流束を、突然一定の値
Ｑ0/Aにした場合を考える。初期条件、境界条件は
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対流がある場合の非定常熱伝導問題

半無限物体表面で対流がある場合の境界条件：
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表面で熱伝達が行われるときの
半無限物体内の温度分布
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対流がある場合の非定常熱伝導問題



表面積： 体積： の物体表面からの移動熱流束を、

物体の大きさが無視できる場合の解法
ー 集中定数系近似 －
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非定常問題の数値解法

2次元物体を微小要素に分割する。mはx座標を、nはy座標を
表す。
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差分近似

微分方程式
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差分方程式

非定常熱伝導方程式に対する差分式
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熱伝導とフーリエ級数ならびにその数値処理

伝熱工学的知識の吸収から・・・

↓

熱伝導の物理的意味

フーリエの法則の意味するところ

熱伝導方程式の有用性の実体験

数学知識の有効性の実体験

フーリエ級数の起源について

計算機を用いた数値処理の実体験

より高度な数値処理や数値解析への導入

↓

・・・・数値解析的応用への展開



レポート課題
幅２X、初期温度Taの物体が、瞬時に壁温Twの無限平板にはさま
れたとする。 奥行きならびに高さ方向の温度変化を無視し,１次元x
方向の温度変化のみを考慮することとし,温度拡散係数をαとする。
この時刻以降における、この無限平板内での温度分布の時間変化
を記述するための理論式を導出しなさい。

提出期限： 平成22年6月10日（木）まで
提出場所： 第三エリアＡ棟２階事務室レポート提出ボックス

（注意事項）
レポート作成にあたっては、以下の内容を含むよう留意すること。

・ レポートのタイトル、所属・学年・学籍番号・氏名
・ 問題についての説明（自分の理解・問題設定として）
・ 資料・情報の出典（もしあれば）



板の非定常熱伝導問題
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Ta

時間

初期温度Taの物質が幅2X,壁温Twの無限平板に
挟まれているとする時、この物質の温度T(t,x)は
以下の熱伝導方程式によって記述される。
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アルミニウムを用いた蒸気爆発実験アルミニウムを用いた蒸気爆発実験

25kgの溶融アルミニウムを６m下の水槽内に落下

⇒ 水槽を破壊する規模の激しい蒸気爆発が発生

スズを用いた蒸気爆発実験スズを用いた蒸気爆発実験

1kg、800℃のスズを水槽内に落下

⇒ 時間遅れを伴って蒸気爆発が発生

非定常熱伝導の極限-水蒸気爆発-
横浜国立大学（飯田、高島）特命リサーチ200X 「謎の大爆発はなぜ起こったか」

VTR

VTR



ALPHA実験
N. Yamano, Y. Maruyama, T. Kudo, A. Hidaka, J. Sugimoto, 
“Phenomenological studies on melt – coolant interactions in the 
ALPHA program”, Nuclear Engineering and Design, 155, pp.369-
389, (1995)

観測結果

1. STX018 ⇒

2. STX022 ⇒

溶融物落下装置

模擬格納容器

高速度 
カメラ

冷却水

高速度 
ビデオ

圧力センサ

溶融物

観測窓

3.9m



VISIFLOW

平均速度：4.7m/s

PIV解析結果

水蒸気爆発実験 (溶融錫→水 投入実験)

観測画像 輪郭抽出画像



水蒸気爆発を記述する式：
均質核生成モデル

１次元非定常熱伝導方程式
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接触界面での熱流束が連続とすると、
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液体同士の伝熱面のように気泡核

が存在しないとき、低温液体側が飽

和温度以上にまで加熱されていき、

自発的に核が生成され、瞬間的に

激しく気泡が発生する温度

液体同士の伝熱面のように気泡核

が存在しないとき、低温液体側が飽

和温度以上にまで加熱されていき、

自発的に核が生成され、瞬間的に

激しく気泡が発生する温度

均質核生成温度：

Ｌｉｅｎｈａｒｄの半理論式より

( ) CRIT8
SATSATSATHN T095.0905.0TT ϑ+ϑ−+=

CRIT
SATSAT T
T=ϑ

HNT

大気圧下での水の均質核生成温度は、 = 315.6  [℃]HNT



水蒸気爆発の発生条件(TIZ)

[[接触界面温度接触界面温度 ]]≧≧[[水の均質核生成温度水の均質核生成温度 ((314314℃℃)])]
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以上の場合、界面において蒸気が瞬間

的に生成され、蒸気爆発に至る可能性

がある。
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蒸気爆発実験結果とTIZの比較
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水蒸気爆発の発生条件
成合, 松村,“各種条件下における自発的蒸気爆発の発生条件”, 

蒸気爆発の動力学, 研究成果報告書 (1997)





ジャン・バティスト・ジョセフ・フーリエ(1768-1839)
金沢工業大学「工学の曙文庫」蔵
ジャン・バティスト・ジョセフ・フーリエ著「熱の理論的解析」初版本



理論解析の回答例



板の非定常熱伝導問題
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初期温度
Ta

時間

初期温度Taの物質が幅2X,壁温Twの無限平板に
挟まれているとする時、この物質の温度T(t,x)は
以下の熱伝導方程式によって記述される。
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板の非定常熱伝導(1/15)
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初期温度
Ta

時間

初期温度Taの物質が幅2X,壁温Twの無限平板に
挟まれているとする時、この物質の温度T(t,x)は
以下の熱伝導方程式によって記述される。
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板の非定常熱伝導(2/15)

初期条件としては、 aTxTt == ),0(0　において　　

境界条件としては、
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また、(3)式の初期条件は

1),0(* =xT
(4)式の境界条件は
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板の非定常熱伝導(3/15)
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板の非定常熱伝導(4/15)
今、温度T*(t,x)が時間のみの関数θ(t)と位置のみの関数X(x)の積によって

表せるものと仮定する、即ち、
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板の非定常熱伝導(5/15)
(11)式の左辺はtのみの関数であり、(11)式の右辺はxのみの関数であるから、
(11)式が成り立つ為には、両者はt,xいずれからも独立な定数でなければなら

ない。この定数のうち物理的に意味のあるものは、負の定数であるから、これ
を-P2(P>0)とおくことにすると、(11)式は、以下の2つの常微分方程式となる。
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板の非定常熱伝導(6/15)
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板の非定常熱伝導(7/15)
(14)式、(15)式より、(9)式は、
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板の非定常熱伝導(8/15)
また(8)式より
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板の非定常熱伝導(9/15)
(16),(17),(18)式より、D=ACとおくと(6)式の一般解は

),3,2,1(
2

)12(cos),(
2* L=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

= − nx
X

neDxtT tP
nn

n 　　
πα

(19)式の線形結合により求める解が表わされる。即ち、

∑
∞

=

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

=
1

*

2
)12(cos),(

2

n

tP
n x

X
neDxtT n

πα

である。(20)式中の係数Dnを初期条件(7)式を満足するように決定する。
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板の非定常熱伝導(10/15)
(21)式の両辺に x
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板の非定常熱伝導(11/15)
また右辺は、
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板の非定常熱伝導(12/15)
nmB =　)( の時
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板の非定常熱伝導(13/15)
(20),(26)式より、(6)式の解は
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とおくと、温度分布の時間変化を表わす式：T(x,t)
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板の非定常熱伝導(14/15)
時刻tにおける平均温度は次式によって定義される。
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板の非定常熱伝導(15/15)
よって、
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(32)式はFig.1に示す温度分布を表す式であり、
(35)式はこの温度分布をx方向に積分平均した値の変化を示すものである。
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レポート回答例：理論解析結果
(20),(26)式より、(6)式の解は
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数値計算結果例

温度熱拡散係数： 10-5 [m2/s]
計算回数： 10000回

X方向の刻み幅： 0.008 [cm]

温度熱拡散係数： 10-7 [m2/s]
計算回数： 10000回

X方向の刻み幅： 0.008 [cm]
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10-5 [m2/s]は、金属の温度熱拡散係数、
鉄などの金属は、高温であっても、10
秒後には殆ど冷えていることが分かる。

10-7 [m2/s]は、生体の温度熱拡散係数、
例えばマグロなどは、 10秒経過しても

冷えているのは表面のみであることが
分かる。



プログラムリスト



プログラムリスト例



計算結果例



計算条件

α=1.0×10-5m2/s

Σ内を10回、100回、1000回、10000回計算

それぞれ平板間距離を10、25、100、250個分割

α=1.0×10-7m2/sのとき、

Σ内を10回、100回、1000回、10000回計算

それぞれ平板間距離を10、25、100、250個分割

※ それぞれのグラフは2.0(sec)ごとの結果を出力する。



計算結果・例

温度熱拡散係数： 10-5 [m2/s]
計算回数： 10000回

X方向の刻み幅： 0.008 [cm]

温度熱拡散係数： 10-7 [m2/s]
計算回数： 10000回

X方向の刻み幅： 0.008 [cm]
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α=1.0×10-5m2/s、 計算回数10

α=1e-5, Σ10, dx=0.2
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α=1.0×10-5m2/s、 計算回数100

α=1e-5, Σ100, dx=0.2
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α=1.0×10-5m2/s、 計算回数1000

α=1e-5, Σ1000, dx=0.2
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α=1.0×10-5m2/s、 計算回数10000

α=1e-5, Σ10000, dx=0.2
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α=1.0×10-7m2/s、 計算回数10

α=1e-7, Σ10, dx=0.2
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α=1.0×10-7m2/s、 計算回数100

α=1e-7, Σ100, dx=0.2

0

200

400

600

800

1000

1200

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Distance x  [cm]

T
em

pa
ra

tu
re

 [ ℃
]

0.0 s
2.0 s
4.0 s
6.0 s
8.0 s
10.0 s

α=1e-7, Σ100, dx=0.08

0

200

400

600

800

1000

1200

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Distance x  [cm]

T
em

pa
ra

tu
re

 [ ℃
]

0.0 s
2.0 s
4.0 s
6.0 s
8.0 s
10.0 s

α=1e-7, Σ100, dx=0.02

0

200

400

600

800

1000

1200

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Distance x  [cm]

T
em

pa
ra

tu
re

 [ ℃
]

0.0 s
2.0 s
4.0 s
6.0 s
8.0 s
10.0 s

α=1e-7, Σ100, dx=0.008

0

200

400

600

800

1000

1200

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Distance x  [cm]

T
em

pa
ra

tu
re

 [ ℃
]

0.0 s
2.0 s
4.0 s
6.0 s
8.0 s
10.0 s



α=1.0×10-7m2/s、 計算回数1000

α=1e-7, Σ1000, dx=0.2
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α=1.0×10-7m2/s、 計算回数10000

α=1e-7, Σ10000, dx=0.2
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非定常問題の数値解法

2次元物体を微小要素に分割する。mはx座標を、nはy座標を
表す。

Δx Δx

Δy

Δy
m-1,n m,n m+1,n

m,n+1

m,n-1



差分近似

微分方程式
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差分方程式

非定常熱伝導方程式に対する差分式
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となるように選ぶと、ある時間における格子点の温度はそ
の周囲の4格子点の1ステップ前の時間の算術平均になる。
1次元問題の場合には、差分方程式は

１次元差分方程式

時間増分と空間増分の大きさを

( ) 4/2 =ΔΔ ταx
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となるように選ぶと、ある時間における格子点の温度はそ
の周囲の2格子点の1ステップ前の時間の算術平均になる。

時間増分と空間増分の大きさを

( ) 2/2 =ΔΔ ταx



例えば、1次元問題において、 とすると、 の係数
が負になり、熱力学第二法則に反することになる。従って

数値解の収束性

以下のパラメータの選択により、数値解を得るやさしさが異なる。
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平らな壁の場合の数値解析

平らな壁を考える。

Δx Δx

表面 Tw=Tm+1

環境 T∞

m-1 m m+1



平らな壁の場合の境界条件

1次元系で、境界におけるエネルギーバランスを考えると
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これは境界面での壁要素の熱容量を無視している。



エネルギーバランス1

格子点(m,n)での非定常のエネルギーバランスは、熱伝導と対
流により流れ込むエネルギーの合計が格子点の内部エネル
ギーの増加に等しいとおくことにより、次式のようになる
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エネルギーバランス２
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パラメータの選択
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前進差分と後退差分

時間微分を後退差分すると、非定常熱伝導方程式は
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非定常熱伝導問題の陽解法

非定常熱伝導方程式
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境界条件の与え方
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Program: HEAT

Dirichlet条件：
Neumann条件：



非定常熱伝導問題の陰解法

時間に後退、空間に中心差分近似するスキーム

( )
( )LL ,2,1,1,3,2

/,21 21
1

11
1

=−=

ΔΔ==−++− +
+

++
−

nIi
xtduduuddu

m

n
i

n
i

n
i

n
i α

境界を とすると、点2と点Im-1では2,1 +== mIii

( )
( ) 1

21
1

1
1

2

1
12

1
3

1
2

21

21
+
+−

+
−

+
−

+++

+=++−

+=−+
n
I

n
I

n
I

n
I

nnnn

mmmm
duuuddu

duuduud

この場合、 である。非定常熱伝導問題も定常
熱伝導問題と同じく の形の連立一
次方程式の数値解法に帰着される。
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境界条件：Neumann条件

格子系は の格子点からなり、境界点は
とする。
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