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3次元的な塑性域の拡がりを考慮した木材はり要素の開発
Development of a Timber Beam Element Considering

Three-dimensional Expansion of a Plastic Region
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This study combines a novel beam element with the ASI-Gauss technique to develop a method for fast and
accurate three-dimensional analysis of timber structures. The beam element lowers its stiffness by adjusting
sectional constants, which are determined by selecting several sections across the beam and taking an average
of their sectional constants. This process enables the element to consider the three-dimensional expansion of
a plastic region. Four methods were implemented in this study for selecting sections during the calculation
of averaged sectional constants, and their accuracy was evaluated through comparison with finite element
analyses using solid elements.
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1. はじめに
わが国では近年，地震や津波といった災害時に木造
建築が深刻な被害を受けており，既存の木造建築に対
する強度評価の需要が高まっている．また，限界状態設
計法の普及や，住宅のみならず大規模な公共建築の木
造化も進んでおり [1]，各種の荷重を受ける木造建築の
弾塑性挙動を高精度に把握し耐力を求めることは，ま
すます重要性を増していると言える．
ここで，建築物などの骨組構造の解析には，計算効
率の観点からはり要素がよく用いられる．特に，筆者
らにより開発された，はり要素有限要素法の一種であ
る ASI-Gauss法 [2]を用いると，1部材 2要素分割でも
高精度な弾塑性解析が可能となる．しかし，これまで
ASI-Gauss法による弾塑性解析では，塑性ヒンジ法が用
いられてきた．この方法では，塑性化判定と同時に要
素の剛性を急激に低下させる．一方，木材は引張側で
は脆性的，圧縮側では塑性化し靭性を示すという特徴
を有する [3]ことから，曲げ変形時は圧縮側から塑性域
が進展し，剛性低下は比較的緩やかに進行する．した
がって，ASI-Gauss法を木造建築の弾塑性解析に適用す
るにあたり，部材中の塑性域の拡がりを考慮すること
が重要と考えられる．特に実用上の観点から，立体骨
組構造の解析に対応するため，3次元的な塑性域の拡が
りを考慮する必要がある．
そこで本研究では，平沢ら [4]や岩崎ら [5]によって
適用されてきた，「塑性化の拡がりに伴う剛性低下を，断
面積や断面二次モーメントの減少として表現する」と
いう考えに基づき，3次元的な塑性域の拡がりを考慮し
た剛性低下処理を行うはり要素を開発し，ASI-Gauss法
に導入した．そして他の解析手法との比較を行い，妥
当性・有用性を検証した．

2. ASI-Gauss法
ASI-Gauss法 [2]は，線形チモシェンコはり要素を用
いた有限要素法の一種であり，次式 (1)に示す増分型の
仮想仕事原理式に基づき定式化される．∫ ln/2

−ln/2
δ∆nε

T∆nσdz − δ∆nuT∆n f = 0 (1)

ここで，ln, ∆nε, ∆nσ, ∆nu, ∆n f は解析の nステップ目
における要素長，一般化ひずみ増分ベクトル，一般化
断面力増分ベクトル，節点変位増分ベクトル，外力増
分ベクトルである．δ, ∆nは変分および nステップにお
ける増分を表す．
各解析ステップでは，式 (1)から得られる，次式 (2)
に示す増分型の運動方程式を解く．

Müt+∆t +Cu̇t+∆t + K∆u = Ft+∆t − Rt (2)

ここで，M, C, K は全体質量行列，全体減衰行列，全
体剛性行列であり，u, ∆u, F, Rは節点変位およびそ
の増分，外力ベクトル，内力ベクトルである．

ASI-Gauss法の大きな特徴として，2つの隣接するは
り要素で 1つのサブセット要素を構成し，要素中の数
値積分点および応力評価点を塑性化の状況に応じてシ
フトさせることが挙げられる．これにより，1部材 2要
素分割でも，部材の弾塑性挙動を十分な精度で解析可
能となる．応力評価点位置 rと数値積分点位置 sは，は
り要素と剛体ばねモデルの物理的等価性に基づき導出
された次式 (3)により関係付けられる [6]．

s = −r (3)

上式を用いて，弾性解析時は図 1(a)に示すように，ガ
ウス積分点に相当する位置に応力評価点が配置される



(a) 弾性解析時

(b) 塑性解析時（要素 1左端で塑性化が生じた場合）

図–1 ASI-Gauss法における数値積分点と応力評価点の位置

ように数値積分点を設定する．一方，塑性解析時は，図
1(b)に示すように，塑性化が判定された要素端部に応
力評価点が配置されるように，片方の要素の数値積分
点をシフトさせる．その際，もう片方の要素の応力評
価点と数値積分点は要素中心に移される．

3. 3次元的な塑性域の拡がりを考慮した木材はり要素
(1) 概要
本研究で開発した要素は，ASI-Gauss法と組み合わせ
るため線形チモシェンコはり要素に基づいており，そ
の要素剛性行列 Kelem は次式 (4)により算出される．

Kelem =
l
2

B(s)T D(r)B(s) (4)

ここで，lは要素長，sおよび rは数値積分点位置およ
び応力評価点位置，B(s)は線形チモシェンコはり要素
の一般化ひずみ-節点変位行列，D(r)は一般化断面力-ひ
ずみ行列である．B(s)は次式 (5)で表される．

B(s) =


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l 0 0 0 0 0 1
l

− 1
l 0 0 0 − 1−s

2 0 1
l 0 0 0 − 1+s

2 0
0 − 1

l 0 1−s
2 0 0 0 1

l 0 1+s
2 0 0


(5)

一方，数値積分点や応力評価点の位置，および D(r)の
計算方法は，塑性域の進展状況に応じて変化させる．曲
げモーメントが作用する木材における塑性域の進展の
様子を描いた図 2左および中央の図が示すように，全
断面降伏前の状態においては塑性域の拡がりを考慮し
て D(r)を算出する．この時，数値積分点および応力評
価点はサブセット要素に含まれるもう片方の要素が弾

図–2 木材における曲げ変形時の塑性域の進展の様子

性状態にある場合は図 1(a)が示す位置，塑性化状態に
ある場合は図 1(b)の要素 2が示すように要素中央に設
定される．また，図 2右の図が示すように，端部のほ
とんどが圧縮側に移行し，全断面降伏が判定された場
合，塑性流れ則に基づき D(r)を算出する．この時，数
値積分点および応力評価点は図 1(b)の要素 1が示すよ
うに要素端部に設定される．

(2) 塑性域の拡がりを考慮した剛性低下
全断面降伏判定前は，D(r)を次式 (6)により算出する．

D(r) =


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(6)

上式は線形チモシェンコはり要素の一般化断面力-ひず
み行列に基づいており，E, G, K, αx, αy は各々弾性
係数，せん断弾性係数，ねじり定数，要素座標系 x, y
軸方向のせん断修正係数である．Īx, Īy, Āは，塑性域を
欠損領域とみなして得られる変断面要素の，断面二次
モーメントおよび断面積の平均値である．本研究では
計算の簡略化のため，平均値として，はり要素から数
箇所選んだ断面における断面二次モーメントおよび断
面積の重み付き和を用いる．選択する断面の位置や数
については，本研究では図 3に示す 4通りの方法を検
討する．なお，図 3(c)および図 3(d)中の r∗は，要素を
塑性域を含む領域と含まない領域に二分する位置を表
し，図 3(d)における ra, rb は，断面二次モーメントお
よび断面積の軸方向変化を 2点積分で評価する位置で
ある．
図 3(c)および図 3(d)で用いられる領域分割点位置 r∗，
および塑性域を含む任意の断面に対する断面二次モー
メントと断面積は以下に述べるようにして計算される．
まず，説明に際し次を仮定する．

1. 木材はりの断面は二軸対称な長方形断面とする．
2. はりの変形に伴う断面形状の変化は無視する．
3. 断面ははりの変形時も平面を保持する．
4. 木材の応力-ひずみ関係は，引張側では弾性，圧縮
側では完全弾塑性とする．

また，定式を簡単にするため，幅 w，高さ hの木材はり
の断面を 1×1の正方形に正規化する．これに伴い，断
面に作用する曲げモーメントおよび軸力 Mx, My, N も
次式 (7)で正規化する．

mx =
|Mx|
σcwh2 , my =

|My|
σcw2h

, n =
N
σcwh

(7)



(a) 応力評価点位置の断面を選択

(b) 要素両端の断面を選択

(c) r∗ で二分した領域に対し，各々の中心位置の断面を選択

(d) r∗ で二分した領域に対し，塑性域を含む領域では 2点，
含まない領域では中心位置の断面を選択

図–3 本研究で検討する断面選択方法

上式において，σc は木材の圧縮降伏応力である．続い
て，正規化後の断面における軸方向応力分布 σ(x, y)を
次式 (8)で表現する．

σ(x, y) =

ax + by + c (ax + by + c > −1)

− 1 (ax + by + c ≤ −1)
(8)

式中の a, b, cが応力分布を決定する係数である．σ(x, y)
は，図 4に示す正規化後の断面では，左下に向かうに
つれ圧縮応力が増大し，右上に向かうにつれ引張応力
が増大する分布を表す．塑性化した領域では応力が常

図–4 正規化断面における応力分布

図–5 4つの塑性パターン

に −1となる．
断面力と応力分布は，次式 (9)で関連付けられる．


mx

my

n

 =
∫

S
σ ·


y − 1

2

x − 1
2

1

 dS = P(a, b, c) (9)

ここで，S は正規化後の断面領域を表す．本研究では
S が矩形であることから，P(a, b, c)の厳密解を導出し，
計算で使用する．断面に塑性域が含まれていない場合，
厳密解は次式 (10)で表される．

P(a, b, c) =


b

12
a

12
a+b

2 + c

 (10)

一方，塑性域が含まれている場合は，図 5に示す 4つ
の塑性パターンにより式の形が異なる．例えば，塑性



パターン 1に対しては次式 (11)となる．

P(a, b, c) =


2ab3+2b(1+c)3+(1+c)4

24ab2

2a3b+2a(1+c)3+(1+c)4

24a2b
3a2b+3ab2−(1+c)3+6abc

6ab

 (11)

以上の定義や関係式を用い，r∗は次式 (12)を連立さ
せて解くことで算出する．なお式 (12)の導出には，r∗

の断面には塑性域が含まれておらず，かつ正規化断面
における左下の点 (0,0)での応力が，圧縮降伏応力 σc

に等しいという性質を用いている．

1
σcwh2

∣∣∣∣∣Mx0 − Vy0
l
2

r∗
∣∣∣∣∣ = b

12
1

σcw2h

∣∣∣∣∣My0 − Vx0
l
2

r∗
∣∣∣∣∣ = a

12
N
σcwh

=
a + b

2
+ c

c = −1

(12)

ここで，lは要素長，Vx,Vy はせん断力であり，下付き
の 0は要素中央の値であることを表す．
断面二次モーメントや断面積の算出では，まず式 (9)
をNewton-Raphson法により解き，塑性パターンおよび
a, b, cの値を求める．Newton-Raphson法の各反復では，
前反復で得られた a, b, cの値から現在の塑性パターン
を判定し，その塑性パターンに対応する P(a, b, c)の式
を用いて a, b, cを更新する．続いて，塑性パターンと
a, b, cの値から，塑性域を除いた断面領域 S̃ に対する図
心 c̃x, c̃yおよび断面二次モーメント Ĩx, Ĩyと断面積 Ãを
算出する．その際，以下の関係を用いる．

c̃x =
1
Ã

∫
S̃

xdS̃ c̃yi =
1
Ã

∫
S̃

ydS̃

Ĩx = wh3
∫

S̃
(y − c̃y)2dS̃ Ĩy = w3h

∫
S̃

(x − c̃x)2dS̃

Ã = wh
∫

S̃
dS̃

(13)

本研究ではここでも，各塑性パターンに対する厳密解
を導出し使用する．断面が塑性域を含まない場合，図
心および断面二次モーメント，断面積は次式 (14)で表
される．

c̃x = c̃y =
1
2

Ĩx =
wh3

12
Ĩy =

w3h
12

Ã = wh
(14)

一方，塑性域を含む場合は，塑性パターンにより式が
異なる．例えば，塑性パターン 1に対しては，図心お

よび各断面定数は次式 (15)で求められる．

c̃x =
−α2β + 3
6 − 3αβ

c̃y =
−αβ2 + 3
6 − 3αβ

Ĩx =

 1
12
+

(
cy −

1
2

)2

− αβ
3

36

−1
2
αβ

(
cy −

β

3

)2}
wh3

Ĩy =

 1
12
+

(
cx −

1
2

)2

− α
3β

36

−1
2
αβ

(
cx −

α

3

)2
}

w3h

Ã =
(
1 − 1

2
αβ

)
wh

(15)

ここで，α = −(1 + c)/a, β = −(1 + c)/bである．

(3) 塑性流れ則に基づく剛性低下
要素端部での全断面降伏の判定には，次式 (16)に示
す降伏関数を用いる．この関数の値が 1以上になった
時，全断面降伏が生じたと判定し，塑性流れ則に基づ
く剛性低下に移行する．

fy =
(

Mx

σcZpx

)2

+

(
My

σcZpy

)2

+

(
N
σcA

)2

(16)

ここで，Mx, My, N は要素端部での断面力，Zpx, Zpy

は塑性断面係数，Aは塑性域を含む断面の面積である．
本研究においては，木材では全断面降伏時，中立軸が
部材上下端のいずれかに位置すると考え，Zpx, Zpyを次
式 (17)で算出する．

Zpx =
1
2

wh2 Zpy =
1
2

w2h (17)

塑性流れ則の適用時には，要素の一般化断面力-ひず
み行列 D(r)を次式 (18)により算出する．

D(r) = De −
De
∂ fy
∂σ

(
De
∂ fy
∂σ

)T

H′ +
(
∂ fy
∂σ

)T
De
∂ fy
∂σ

(18)

ここで，Deは，要素が弾性，すなわち塑性域を含まな
い時の一般化断面力-ひずみ行列，H′はひずみ硬化係数，
∂ fy/∂σは降伏関数の微分係数ベクトルである．

4. 数値例
本章では，開発したはり要素を ASI-Gauss法に組み
込み，はりの一軸曲げ問題に適用した事例を示す．な
お，本章での解析は静解析であり，式 (2)中の慣性項や
減衰項は無視している．図 6(a)に使用したはりモデル
を示す．モデルは 4要素から成り，中央の節点に −Y方
向の荷重を付加している．材料定数には，スギを想定
した表 1に示す値 [7]より，弾性係数およびせん断弾性
係数，圧縮降伏応力の値を使用した．なお比較として，
ソリッド要素を用いた解析も実施した．解析プログラ
ムには E-Simulator [8]を用いた．図 6(b)にソリッド要



表–1 モデルで使用した材料定数 [7]

弾性係数 E [MPa] 7350
せん断弾性係数G [MPa] 637
ポアソン比 ν [-] 0.4

圧縮降伏応力 σc [MPa] 27.5

素モデルを示す．境界条件として，部材両端の底辺に
位置する節点を拘束し，部材中央の断面の上端に位置
する節点に −Y方向の強制変位を与えた．要素分割数は
幅 10，高さ 10，奥行き 20，要素種別は非適合モード六
面体一次要素とした．材料モデルには，von-Misesの降
伏条件を用いた完全弾塑性体モデルを，Z 方向応力が
負の場合のみ降伏するよう改変した独自モデルを設定
した．材料定数には，表 1より弾性係数および圧縮降
伏応力，ポアソン比の値を使用した．
図 7に部材中央における荷重–変位関係を示す．ソリッ
ド要素モデルにおいては，荷重の値は強制変位を付加
した節点での Y 方向反力の値を合計することで算出し
た．図中の実線は開発したはり要素を用いた時の結果
であり，それぞれが図 3に示す断面選択方法のいずれ
かに対応している．青線が応力評価点での断面を選択
（図 3(a)）,橙線が要素両端の断面を選択（図 3(b)），緑
線が塑性域を含む領域と含まない領域から 1つずつ断
面を選択（図 3(c)），赤線が塑性域を含む領域から 2つ，
含まない領域から 1つ断面を選択（図 3(d)）した時の結
果である．黒の点線はソリッド要素モデルの結果であ
る．また黒の一点鎖線は，塑性域の拡がりを考慮しな
い，従来の ASI-Gauss法を用いた時の結果である．さ
らに，開発したはり要素とソリッド要素モデルから得
られた剛性低下開始点を，図中に同色の丸印で示した．
図 7の実線と一点鎖線，および点線を比べると，塑
性域の拡がりを考慮した場合，剛性低下が緩やかに進
行している様子が確認できる．また，要素両端の断面
を選択する方法，塑性域を含む領域と含まない領域か
ら断面を選択する方法，応力評価点での断面を選択す
る方法の順に変位が大きくなっており，塑性域を含む
領域と含まない領域から 1つずつ断面を選択する方法
や応力評価点での断面を選択する方法はソリッド要素
の結果に近い挙動を示している．
一方，剛性低下開始点の位置に着目すると，応力評
価点での断面を選択する方法では，他の断面選択方法，
およびソリッド要素モデルと比べ剛性低下の開始が遅
れていることが分かる．これは，応力評価点での断面
を選択する場合，塑性域が応力評価点位置に到達する
まで剛性低下が始まらないためである．それ以外の断
面選択方法による結果は，ソリッド要素モデルによる
結果とよく一致している．

5. 結論
本研究では，木材はりにおける 3次元的な塑性域の
拡がりに伴う剛性低下を，断面定数の減少により表現
するはり要素を開発し，ASI-Gauss法に導入した．そし
て，梁の一軸曲げ問題を解き，結果をソリッド要素モデ
ル，および従来の塑性ヒンジモデルを用いたASI-Gauss

(a) はり要素モデル

(b) ソリッド要素モデル

図–6 解析で使用したモデル

図–7 部材中央における荷重-変位関係

法による解析結果と比較した．その際，断面定数の計
算に用いる断面の選択方法を複数検討した．
比較結果からは，塑性域の拡がりを考慮することで，
木材はり特有の緩やかな剛性低下が表現可能となるこ
とや，断面定数の計算に用いる断面を，塑性域を含む
領域と含まない領域から 1つずつ選択した場合，計算
結果がソリッド要素モデルに近い挙動を示すことが明
らかとなった．今後は，二軸周りの曲げモーメントが
作用する問題，および繰り返し載荷問題に対する検証
を実施する予定である．
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